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Jan Šulc
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3-hladinový a 4-hladinový model aktivnı́ho prostředı́

I Schéma optického čerpánı́ pevnolátkových laserů
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I Pro činnost laseru majı́ zásadnı́ význam dvě hladiny: excitovaná hornı́ laserová
úroveň 2© a spodnı́ laserová úroveň 1©.
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I Schéma optického čerpánı́ pevnolátkových laserů
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Kvazi-3-hladinový model aktivnı́ho prostředı́

I Dolnı́ laserová hladina částečně populovaná

I Boltzmanovo rozdělenı́
N11

N10
= e

−E11 − E10
kT

I Tepelná energie T = 300 K↔ kT = 26 meV↔ kT = 210 cm−1,
(− ln(0,1) .= 2,3)

I Yb3+ @ 1 µm, Er3+ @ 1,5 µm, Tm3+ @ 2 µm, Ho3+ @ 2,1 µm. . .
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Rychlostnı́ rovnice pro laser s krátkým rezonátorem

dN
dt
= W − N

τ21
− κσ

~ω
NI

dI
dt
= µcσNI − I

τc

N hustota inverze populace hladin v aktivnı́m prostředı́
I intenzita zářenı́ v rezonátoru
W čerpacı́ rychlost (rychlost excitacı́ hornı́ laserové hladiny vlivem čerpánı́)
σ účinný průřez pro stimulovanou emisi
κ faktor redukce inverze populace hladin
τ21 doba života kvantové soustavy na hornı́ laserové hladině
τc doba života fotonu v rezonátoru
µ koeficient zaplněnı́ rezonátoru aktivnı́m prostředı́m
c rychlost světla v aktivnı́m prostředı́
ω úhlová frekvence laserového zářenı́
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dN
dt
= W − N

τ21
− κσ

~ω
NI

dI
dt
= µcσNI − I

τc

κ =

8<
:

1+
g2

g1
, 3− hladinový systém, gi je degenerace i− té hladiny

1, 4− hladinový systém

N = N2 − (κ− 1)N1

µ =
optická délka aktivnı́ho prostředı́

optická délka rezonátoru
=

Lapnap

Lr + Lap(nap − 1)

τc =
τR

L− ln R

Lr a Lap délka rezonátoru a aktivnı́ho prostředı́
nap index lomu aktivnı́ho prostředı́
τR doba oběhu rezonátoru
R reflexivita výstupnı́ho zrcadla rezonátoru
L dalšı́ ztráty rezonátoru (absorpce optických prvků, difrakčnı́ ztráty,. . . )



Rychlostnı́ rovnice pro kvazitřı́hladinový laser

I Uvažujeme aktivnı́ prostředı́ jehož dolnı́ a hornı́ laserová hladina je tvořena
pásem podhladin. V rámci přechodů mezi těmito pásy docházı́ jak k čerpánı́, tak
laserové emisi.

I Frekvence čerpacı́ho zářenı́ ωp , frekvence laserové emise ωe
I Hustota toku fotonů v aktivnı́m prostředı́ pro čerpacı́ zářenı́ a laserovou emisi na

uvedených frekvencı́ch je Fp a Fe
I Celková hustota populace dolnı́ho a hornı́ho pásu hladin je n1 a n2
I Celková hustota aktivnı́ch kvantových soustav je nt = n1 + n2
I Efektivnı́ účinný průřez pro absorpci a emisi na frekvenci ω je σa(ω) a σe(ω)
I Doba života na pásu spojeném s hornı́ hladinou laserového přechodu je τf

I Populaci pásů hladin n1 a n2 udávajı́ rychlostnı́ rovnice:

dn1

dt
=
�
σe(ωp)n2 − σa(ωp)n1

�
Fp +

�
σe(ωe)n2 − σa(ωe)n1

�
Fe +

n2

τf
(1)

dn2

dt
= −

�
σe(ωp)n2 − σa(ωp)n1

�
Fp −

�
σe(ωe)n2 − σa(ωe)n1

�
Fe −

n2

τf
(2)

I Vztah mezi efektivnı́mi účinnými průřezy na dané frekvenci udává princip
reciprocity (~µ je „volná energie“):

σa(ω) = σe(ω) exp[~(ω − µ)/kT ] = σe(ω)f+(ω) (3)

σe(ω) = σa(ω) exp[−~(ω − µ)/kT ] = σa(ω)f−(ω) (4)
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reciprocity (~µ je „volná energie“):
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uvedených frekvencı́ch je Fp a Fe
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I Celková hustota aktivnı́ch kvantových soustav je nt = n1 + n2
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I Efektivnı́ účinný průřez pro absorpci a emisi na frekvenci ω je σa(ω) a σe(ω)
I Doba života na pásu spojeném s hornı́ hladinou laserového přechodu je τf

I Populaci pásů hladin n1 a n2 udávajı́ rychlostnı́ rovnice:

dn1

dt
=
�
σe(ωp)n2 − σa(ωp)n1

�
Fp +

�
σe(ωe)n2 − σa(ωe)n1

�
Fe +

n2

τf
(1)

dn2

dt
= −

�
σe(ωp)n2 − σa(ωp)n1

�
Fp −

�
σe(ωe)n2 − σa(ωe)n1

�
Fe −

n2

τf
(2)

I Vztah mezi efektivnı́mi účinnými průřezy na dané frekvenci udává princip
reciprocity (~µ je „volná energie“):

σa(ω) = σe(ω) exp[~(ω − µ)/kT ] = σe(ω)f+(ω) (3)

σe(ω) = σa(ω) exp[−~(ω − µ)/kT ] = σa(ω)f−(ω) (4)



Rychlostnı́ rovnice pro kvazitřı́hladinový laser

I Zavedeme inverzi populace hladin jako:

n(ωe) = n2 − f+(ωe)n1 (5)

tak aby g(ωe) = σe(ωe)n(ωe) odpovı́dalo efektivnı́mu součiniteli zesı́lenı́ na
frekvenci ωe

I Pomocı́ n(ωe) a nt si vyjádřı́me n1,2 a vyloučı́me je z rovnic (??), (??).

n1 =
nt − n(ωe)
1+ f+(ωe)

, n2 =
f+(ωe)nt + n(ωe)

1+ f+(ωe)
(6)

I Dostaneme rovnici pro inverzi (f+ = f+(ωe), f− = f−(ωp))

dn
dt
= −σa

�
nt [f−f+ − 1] + n[f− + 1]

�
Fp −

f+nt + n
τf

− (f+ + 1)σenFe (7)

I Zavedeme relativnı́ inverzi populace hladin y = n(ωe)/nt

dy
dt
= σa

�
[1− f−f+]− y [1+ f−]

�
Fp −

f+ + y
τf

− (f+ + 1)σeyFe (8)
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Stacionárnı́ prostorově nezávislé řešenı́ — CW laser

I Laser negeneruje (Fe = 0), čerpánı́ jde na inverzi:

yS =
σaFpτf (1− f−f+)− f+

σaFpτf (f− + 1) + 1
(f−f+ = exp[−~(ωp − ωe)/kT ]) (9)

I F S
p nad prahem, laser generuje:

Fe =
σa

σe

1− f+f− − y(f− + 1)
y (f+ + 1)

�
Fp −

1
τf σa

y + f+

1− f+f− − y(f− + 1)

�
(10)

I Prahová inverze z rovnice pro fotony (T = 1− R):

dFe

dt
= cµσenFe −

Fe

τc
⇒ y =

1
cµσeτcnt

=
L+ T

2lapσent
(11)

4-h systém (f+ ≈ 0, f− ≈ 0, y � 1)

Fe =
σa

σe

1
y

�
Fp −

y
τf σa

�

Iout =
λp

λe

T
L+ T

�
Ip lapσant| {z }

Iabs

−L+ T
2

hνp

τf σe

�

Platı́ dobře jen pro malou absorpci
(lσant � 1)

3-h systém (f+ ≈ 1, f− ≈ 0, y ∼ 1)

Fe =
σa

σe

1− y
2y

�
Fp −

1
τf σa

1+ y
1− y

�

Iout =
λp

λe

T
L+ T

2lapσant − L− T
4

×

×
�

Ip −
hνp

τf σa

2lapσent + L+ T
2lapσent − L− T

�
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yS =
σaFpτf (1− f−f+)− f+

σaFpτf (f− + 1) + 1
(f−f+ = exp[−~(ωp − ωe)/kT ]) (9)

I F S
p nad prahem, laser generuje:

Fe =
σa

σe

1− f+f− − y(f− + 1)
y (f+ + 1)

�
Fp −

1
τf σa

y + f+

1− f+f− − y(f− + 1)

�
(10)
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Absorpce podélného čerpánı́

I Při podélném čerpánı́ se čerpacı́ zářenı́ postupně absorbuje a inverze se měnı́
podél osy laserové tyče.

I Ustálený lokálnı́ absorpčnı́ koeficient (bez laserové emise)

α(ωp) =
ntσa(ωp)

σa(ωp)Fpτf
�
1+ f−(ωp)

�
+ 1

I Zavedeme saturačnı́ intenzitu pro čerpacı́ zářenı́:

Isp(ωp) =
~ωp

τf σa(ωp)
�
1+ f−(ωp)

�
I Normalizujeme intenzitu čerpánı́ Ip = ~ωpFp vzhledem k Isp(ωp), tj.

ip = Ip/Isp(ωp)
I Normalizujeme ještě vzdálenosti z′ = αp0z kde αp0 = ntσa(ωp)

dip
dz′
= − ip

1+ ip
a yS =

ip(1− f−f+)/(1+ f−)− f+

ip + 1

I Řešenı́ rovnice šı́řeni:

ip(z′) = LambertW[ip(0) exp(ip(0)− z′)]

I Ze znalosti ip(z′) vypočtu lokálnı́ zisk a integracı́ přes celou laserovu tyč
dostanu celkové zesı́lenı́
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Absorpce podélného čerpánı́
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ip(z′) = LambertW[ip(0) exp(ip(0)− z′)]
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ip(z′) = LambertW[ip(0) exp(ip(0)− z′)]
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I Zavedeme saturačnı́ intenzitu pro čerpacı́ zářenı́:

Isp(ωp) =
~ωp

τf σa(ωp)
�
1+ f−(ωp)

�
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dostanu celkové zesı́lenı́



Zesı́lenı́ a optimálnı́ délka laserové tyče (bez laserové emise)

I Zesı́lenı́ laserové tyče (bez emise laseru)

ln(G0(l
′, ip(0))) = γ

�
(1+ f+)(ip(0)− ip(l ′))

f+(1+ f−)
− l ′

�
kde γ =

σa(ωe)
σa(ωp)

I Maximum zesı́lenı́ (minimálnı́ práh) pro dané čerpánı́ nastane pro délku tyče

l ′max = ip(0) + ln ip(0)− ip(l ′max)− ln ip(l ′max) kde ip(l ′max) =
f+(1+ f−)
1− f−f+

I To odpovı́dá situaci, kdy při ideálně dlouhé laserové tyči zajišt’uje čerpánı́ na
jejı́m konci hodnotu inverze yS ≡ 0

I Maximálnı́ dosažitelné zesı́lenı́:

Gmax
0 (ip(0)) =

�
ip(l ′max)
ip(0)

�γ

exp
�
γ

�
ip(0)

ip(l ′max)
− 1

��
.

I Čerpánı́ potřebné pro dané zesı́lenı́

ip(0) =
f+(1+ f−)
γ(1+ f+)

ln G + γlapαp0

1− exp
�

f+(1+f−)
γ(1+f+) ln G − lapαp0

1−f+ f−
1+f+

�
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ln(G0(l
′, ip(0))) = γ

�
(1+ f+)(ip(0)− ip(l ′))

f+(1+ f−)
− l ′

�
kde γ =

σa(ωe)
σa(ωp)
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I Maximálnı́ dosažitelné zesı́lenı́:

Gmax
0 (ip(0)) =

�
ip(l ′max)
ip(0)

�γ

exp
�
γ

�
ip(0)

ip(l ′max)
− 1

��
.
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Podélně čerpaný CW laser

I Laserovánı́ depopuluje hornı́ laserovou hladinu a efektivně působı́ jako
zkracovánı́ doby života a růst saturace

I Saturačnı́ intenzita pro emisi laseru (ie = Ie/Ise(ωe)):

Ise =
~ωe

τf σe(ωe)
�
1+ f+(ωe)

� = ~ωe

τf σa(ωe)
�
1+ f−(ωe)

� (12)

I Nový tvar rovnice pro absorpci čerpánı́:

dip(z)
dz

= −αp0
ie(1− f−f+)/(1+ f+) + 1

1+ ie + ip(z)
ip(z)

I Zavedenı́m substituce z′ = zαp0(ie(1− f−f+)/(1+ f+) + 1)/(1+ ie) = zα′
p0 a

i ′p = ip(z)/(1+ ie) dostaneme stejnou rovnici, jako pro ie = 0:

di ′p
dz′
= −

i ′p
1+ i ′p

Předpokládáme, že ie nenı́ funkce z – malé zesı́lenı́ + průchod oběma směry
(poměr intenzit součtu laserového zářenı́ v obou směrech na konci laserové
tyče je 0,5(G + 1/G) = 0,5(

√
R + 1/

√
R)).
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Podélně čerpaný CW laser – výstupnı́ charakteristika

I Z rovnice pro čerpánı́ pro dosaženı́ daného zisku při dané hodnotě laserovánı́

ip(0) =
f+(1+ f−)
γ(1+ f+)

(1+ ie) ln G + γlapαp0

1− exp
�

f+(1+f−)
γ(1+f+) ln G − lapαp0

1+ie
1−f+ f−

1+f+

�

I Hodnota potřebného zesı́lenı́ G je dána prahovou podmı́nkou, např. G = 1/
√

R.
I Intenzita ie je střednı́ normovaná intenzita uvnitř aktivnı́ho prostředı́. Uvážı́me-li

odrazivost výstupnı́ho zrcadla a částečný vliv vnitřnı́ch ztrát laserového
rezonátoru L, dostaneme pro ie vztah:

ie = iout(1+ L/4)
1+ R
1− R

∼ iout
1+ R
1− R

I Rovnice vypočte potřebné čerpánı́ pro daný výstup s daným zrcadlem.
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Shrnutı́

I Při správně zvolené substituci majı́ rychlostı́ rovnice pořád stejný tvar
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