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Program přednášek

1. Poloklasická teorie šı́řenı́ rezonančnı́ho zářenı́ dvouhladinovým prostředı́m

2. Šı́řenı́ stacionárnı́ rovinné vlny v aktivnı́m prostředı́

3. Šı́řenı́ optických impulsů v aktivnı́m prostředı́

4. Laser v aproximaci rychlostnı́ch rovnic

5. Rychlostnı́ rovnice pro Q-spı́naný laser

6. Koherentnı́ šı́řenı́ impulzu a zesı́lená spontánnı́ emise
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Interakce rezonančnı́ho zářenı́ s prostředı́m

Zářenı́ – elektromagnetická vlna, popisujı́ MR klasicky

Prostředı́ – soubor kvantových soustav, popisuje SR kvantově (diskrétnı́
systém hladin, vlnová funkce, 3 procesy interakce, změna energie →
změna konfigurace → změna dipólového momentu)

Interakce zářenı́ s hmotou – prostřednictvı́m polarizace prostředı́ (dipólového
momentu elementárnı́ch KS)

Pole klasicky + prostředı́ kvantově → poloklasický popis

Kvantová soustava – dvouhladinový model, E1, E2

Rezonančnı́ zářenı́ – frekvence v rezonanci s kvantovým přechodem (Bohrův vztah)

ω21 =
E2 − E1

~

J. Šulc (KFE) Laserová technika 16. listopadu 2022 3 / 18
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Rovnice poloklasické teorie interakce látky a zářenı́

~E Elmag. pole T1 Relaxace inverze populace hladin
~P Makroskopická polarizace T2 Relaxace makroskopické polarizace
N Inverze populace hladin ω21 Rezonančnı́ frekvence
N0 Inverze populace hladin |~d21| Velikost dipólového

bez vnějšı́ho pole momentu
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Šı́řenı́ stacionárnı́ch signálů v rezonančnı́m prostředı́

Stacionárnı́ signál – monochromatické elektromagnetické pole, jehož amplituda i
fáze jsou funkcemi jen prostorových souřadnic.

Disperznı́ prostředı́ – rychlost šı́řenı́ zářenı́ v tomto prostředı́ závisı́ na frekvenci.
Disperze bývá popisována závislostı́ susceptibility χ na kruhové
frekvenci ω.

I Homogennı́, lineárnı́ a isotropnı́ prostředı́:

~P = ε0χ~E,

∆~E − 1+ χ

c2
0

∂2~E
∂t2

= 0,

I Fázová rychlost vlny

v =
c0p
(1+ χ)

I Index lomu
nref =

p
(1+ χ)
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fáze jsou funkcemi jen prostorových souřadnic.
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frekvenci ω.

I Homogennı́, lineárnı́ a isotropnı́ prostředı́:
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Disperznı́ vlastnosti rezonančnı́ho prostředı́

I Hledáme výraz pro polarizaci ve tvaru ~P = ε0χ~E . Výchozı́ rovnice:"�
∂

∂t
+

1
T2

�2

+ ω2
21

#
~P = −2ω21

~E
~
|~d21|2N

�
∂

∂t
+

1
T1

��
N − N0

�
=

2~E
~ω21

·
�

∂

∂t
+

1
T2

�
~P

I Uvažujeme šı́řenı́ stacionárnı́ho harmonického signálu s kruhovou frekvencı́ ω
ve směru osy z:

~E = ~E0(z, ω)eiω t , ~P = ~P0(z, ω)eiω t

I Uvažujeme slabý signál ~E0 ⇒ bude malá i polarizace ~P0 ⇒
(N − N0) ∝ ~E0

~P0 → 0, tj. inverze populace hladin N se blı́žı́ hodnotě N0
I Odezvu prostředı́ popisuje linearizovaná rovnice pro polarizaci:"�

∂

∂t
+

1
T2

�2

+ ω2
21

#
~P .= −2ω21

~E
~
|~d21|2N0

I Provedeme derivace na levé straně (∂~P/∂t = iω~P):"�
∂

∂t
+

1
T2

�2

+ ω2
21

#
~P =

�
∂2

∂t2
+

2
T2

∂

∂t
+

1
T 2

2

+ ω2
21

�
~P =

�
ω2

21 − ω2 +
2iω
T2
+

1
T 2

2

�
~P
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∂

∂t
+

1
T2

�2

+ ω2
21

#
~P .= −2ω21

~E
~
|~d21|2N0

I Provedeme derivace na levé straně (∂~P/∂t = iω~P):"�
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J. Šulc (KFE) Laserová technika 16. listopadu 2022 6 / 18



Disperznı́ vlastnosti rezonančnı́ho prostředı́
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Disperznı́ vlastnosti rezonančnı́ho prostředı́

I Hledáme výraz pro polarizaci ve tvaru ~P = ε0χ~E . Máme:�
ω2

21 − ω2 +
2iω
T2
+

1
T 2

2

�
~P .= −2ω21

~E
~
|~d21|2N0

I Pro susceptibilitu dostaneme:

χ(ω) =
~P0(z, ω)

ε0
~E0(z, ω)

.= − 2
~ ε0

ω21|~d21|2N0

ω2
21 − ω2 + 2iω

T2
+ 1

T 2
2

.

I Susceptibilita χ(ω) – komplexnı́, frekvenčně závislá veličina
I T.j. dvouhladinové rezonančnı́ prostředı́ je disperznı́ a nelineárnı́.
I Pro velké blı́zké frekvence ω21 a ω (ω21 + ω

.= 2ω21, ω − ω21 = ∆ω):

χ(∆ω) .= −
|~d21|2N0

~ ε0

−∆ω + i
T2
+ 1

2T 2
2 ω21

I Nová proměnná ∆ω = rozladěnı́ od rezonance (ω21 = ω).
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Disperznı́ vlastnosti rezonančnı́ho prostředı́

I Pro susceptibilitu máme:

χ(∆ω) .= −
|~d21|2N0

~ ε0

−∆ω + i
T2
+ 1

2T 2
2 ω21

I Předpokládáme T2 � ω−1
21 (T2 ∼ 10−9 s, ω21 ∼ 1015 s−1)

χ(∆ω) .=
|~d21|2N0

~ ε0

∆ω − i
T2

I Susceptibilitu rozložı́me na reálnou a imaginárnı́ složku:

χ(∆ω) = χ′(∆ω) + iχ′′(∆ω)

χ′(∆ω) =
|~d21|2N0

~ ε0
∆ω

(∆ω)2 + ( 1
T2
)2

, χ′′(∆ω) =
|~d21|2N0

~ ε0

1
T2

(∆ω)2 + ( 1
T2
)2

.
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Disperznı́ vlastnosti rezonančnı́ho prostředı́

χ′(∆ω) =
|~d21|2N0
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Šı́řenı́ rovinné vlny

I Obecný popis šı́řenı́ udává vlnová rovnice

∆~E − 1
c2

0

∂2~E
∂t2

= µ0ε0χ
∂2~E
∂t2

I Šı́řenı́ slabého harmonického signálu je popsáno řešenı́m homogennı́ rovnice:

∆~E +
ω2

c2
0

~E = −χ
ω2

c2
0

~E

I Předpokládáme řešenı́ ve tvaru rovinné lineárně polarizované vlny:

~E = ~iy E0 exp
�
i(ω t − kz +Φ)

�
I Nutná podmı́nka pro existenci řešenı́ v tomto tvaru, tzv. disperznı́ vztah:

−k2 +
ω2

c2
(1+ χ′ + iχ′′) = 0

I k je obecně komplexnı́ čı́slo k = k ′ + ik ′′, pro k ′ � k ′′:

k ′ =
ω

c

p
(1+ χ′), k ′′ =

1
2

ω

c
χ′′p
(1+ χ′)

.

J. Šulc (KFE) Laserová technika 16. listopadu 2022 10 / 18
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Šı́řenı́ rovinné vlny
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I k je obecně komplexnı́ čı́slo k = k ′ + ik ′′, pro k ′ � k ′′:

k ′ =
ω

c

p
(1+ χ′), k ′′ =

1
2

ω

c
χ′′p
(1+ χ′)

.
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Šı́řenı́ rovinné vlny – disperznı́ vztah

k ′ =
ω

c

p
(1+ χ′), k ′′ =

1
2

ω

c
χ′′p
(1+ χ′)

χ′(ω) =
|~d21|2N0

~ ε0
∆ω

(∆ω)2 + ( 1
T2
)2

, χ′′(ω) =
|~d21|2N0

~ ε0

1
T2

(∆ω)2 + ( 1
T2
)2

.
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Zesı́lenı́

I Komplexnı́ intenzita elektrického pole:

~E = ~iy E0 ek′′z ei(ωt−k′z+Φ)

I Přı́slušné reálné pole:

~E (r) = ~iy E0 ek′′z cos (ωt − k ′z +Φ)

I V závislosti na znaménku k ′′ (znaménko N0) amplituda vlny bud’ exponenciálně
vzrůstá (+) nebo klesá (−).

I Plošná hustota výkonu I = 1
2 c0ε0|~E|2:

I(z) = I0 eg0z

I I0 je intenzita zářenı́ v rovině z = 0 a g0 = 2k ′′ je součinitel zesı́lenı́ slabého
signálu.
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vzrůstá (+) nebo klesá (−).
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signálu.
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~E (r) = ~iy E0 ek′′z cos (ωt − k ′z +Φ)

I V závislosti na znaménku k ′′ (znaménko N0) amplituda vlny bud’ exponenciálně
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Součinitel zesı́lenı́

I Spektrálnı́ závislost součinitele zesı́lenı́ (absorbce):

g0(ω) = 2k ′′(ω) =
ω21|~d21|2N0

~cε0

1
T2

(∆ω)2 + ( 1
T2
)2
= g0

�
1

T2

�2

(∆ω)2 +
�

1
T2

�2

I Šı́řka spektrálnı́ čáry ↔ převrácená hodnota doby relaxace polarizace T2

I Přesná rezonance (∆ω = 0):

g0 =
ω21|~d21|2

~cε0
N0T2 = σN0

I Účinný průřez pro stimulovanou emisi (absorpci):

σ =
ω21|~d21|

2
T2

~cε0
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I Přesná rezonance (∆ω = 0):

g0 =
ω21|~d21|2

~cε0
N0T2 = σN0
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I Spektrálnı́ závislost součinitele zesı́lenı́ (absorbce):

g0(ω) = 2k ′′(ω) =
ω21|~d21|2N0

~cε0

1
T2

(∆ω)2 + ( 1
T2
)2
= g0

�
1

T2

�2

(∆ω)2 +
�

1
T2

�2
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I Přesná rezonance (∆ω = 0):

g0 =
ω21|~d21|2

~cε0
N0T2 = σN0
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Saturace zesı́lenı́

I Předpokládáme stacionárnı́ harmonickou vlnu a přesnou rezonanci ω = ω21

vstupujı́cı́ do rezonančnı́ho prostředı́. Dosadı́me do rovnice pro polarizaci:"�
∂

∂t
+

1
T2

�2

+ ω2
21

#
~P = −2ω21

~E
~
|~d21|2N ⇒ ~P = − 2ωT2|~d21|2

~(2iω + 1
T2
)
N~E

I Po dosazenı́ za ~P do rovnice pro inverzi a za předpokladu ω � 1
T2

:

�
∂

∂t
+

1
T1

��
N−N0

�
=

2~E
~ω21

·
�

∂

∂t
+

1
T2

�
~P ⇒ 1

T1
(N−N0) = −

|~d21|2

~2
T2|~E|2N

I Ustálená hodnota rozdı́lu populace hladin:

N =
N0

1+ |~d21|2
~2 T2T1|~E|2

.

I Vztah mezi intenzitou světla a intenzitou elektrického pole:
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J. Šulc (KFE) Laserová technika 16. listopadu 2022 14 / 18



Saturace zesı́lenı́
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T2

:

�
∂

∂t
+

1
T1

��
N−N0

�
=

2~E
~ω21

·
�

∂

∂t
+

1
T2

�
~P ⇒ 1

T1
(N−N0) = −

|~d21|2

~2
T2|~E|2N
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Saturace zesı́lenı́

I Ustálená hodnota rozdı́lu populace hladin:

N =
N0

1+ 2|~d21|2
cε0~2 T2T1I

.

I Zavedeme saturačnı́ intenzitu – materiálový parametr

Is =
c
2

~2ε0

|~d21|2T2T1
=

~ω21

2σT1
,

I Saturace inverze populace hladin

N =
N0

1+ I
Is

,

I Saturace zisku (zesı́lenı́) je tedy:

g =
g0

1+ I
Is

.

I Stejně funguje i saturace absorpce (N0 < 0)
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I Ustálená hodnota rozdı́lu populace hladin:

N =
N0

1+ 2|~d21|2
cε0~2 T2T1I

.
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Saturace zesı́lenı́

I Signál o intenzitě I << Is je součinitel zesı́lenı́ roven ∼ g0. Signál, jehož
intenzita je srovnatelná, nebo podstatně většı́ než Is, je zesilován méně.
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Shrnutı́

Zářenı́ – elektromagnetická vlna, popisujı́ MR klasicky

Prostředı́ – soubor dvouhladinových kvantových soustav, popisuje SR

Rezonančnı́ zářenı́ – rezonance s kvantovým přechodem ω21 = (E2 − E1)/~
Interakce zářenı́ s hmotou – prostřednictvı́m polarizace prostředı́ (dipólového

momentu elementárnı́ch KS)

I Rezonančnı́ prostředı́ je disperznı́ – susceptibilita (index lomu) je funkcı́
frekvence

I Rezonančnı́ prostředı́ je nelineárnı́ – v blı́zkosti rezonančnı́ frekvence může v
závislosti na obsazenı́ hladin docházet k pohlcenı́ nebo zesı́lenı́ zářenı́
(susceptibilita je komplexnı́), v závislosti na intenzitě zářenı́ docházı́ k saturaci
zesı́lenı́ (absorpce)
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Zářenı́ – elektromagnetická vlna, popisujı́ MR klasicky

Prostředı́ – soubor dvouhladinových kvantových soustav, popisuje SR
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I Rezonančnı́ prostředı́ je disperznı́ – susceptibilita (index lomu) je funkcı́
frekvence
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Přednášky: http://people.fjfi.cvut.cz/sulcjan1/lt1/
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