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Program přednášek

1. Poloklasická teorie šı́řenı́ rezonančnı́ho zářenı́ dvouhladinovým prostředı́m

2. Šı́řenı́ stacionárnı́ rovinné vlny v aktivnı́m prostředı́

3. Šı́řenı́ optických impulsů v aktivnı́m prostředı́

4. Laser v aproximaci rychlostnı́ch rovnic

5. Rychlostnı́ rovnice pro Q-spı́naný laser

6. Koherentnı́ šı́řenı́ impulsu a zesı́lená spontánnı́ emise
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Interakce rezonančnı́ho zářenı́ s prostředı́m

Zářenı́ – elektromagnetická vlna, popisujı́ MR klasicky

Prostředı́ – soubor dvouhladinových kvantových soustav, popisuje SR
Rezonančnı́ zářenı́ – rezonance s kvantovým přechodem ω21 = (E2 − E1)/~
Interakce zářenı́ s hmotou – prostřednictvı́m polarizace prostředı́ (dipólového

momentu elementárnı́ch KS)

I Rezonančnı́ prostředı́ je disperznı́ – susceptibilita χ (index lomu n =
√

1+ χ) je
funkcı́ frekvence zářenı́

I Rezonančnı́ prostředı́ je nelineárnı́ – v blı́zkosti rezonančnı́ frekvence může v
závislosti na obsazenı́ hladin docházet k pohlcenı́ nebo zesı́lenı́ zářenı́
(susceptibilita je komplexnı́), v závislosti na intenzitě zářenı́ docházı́ k saturaci
zesı́lenı́ (absorpce)

I(z) = I0 eg0z g =
g0

1+ I
Is
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I Rezonančnı́ prostředı́ je disperznı́ – susceptibilita χ (index lomu n =
√

1+ χ) je
funkcı́ frekvence zářenı́
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závislosti na obsazenı́ hladin docházet k pohlcenı́ nebo zesı́lenı́ zářenı́
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momentu elementárnı́ch KS)
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Rovnice poloklasické teorie interakce hmoty a zářenı́

I Pro šı́řenı́ zářenı́ v makroskopickém prostředı́ tvořeném souborem
dvouhladinových kvantových soustav lze odvodit v poloklasickém přiblı́ženı́
následujı́cı́ soustavu rovnic:
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I Vzájemně vázané nelineárnı́ vektorové parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice druhého
řádu ⇒ celkem 7 rovnic

I Zahrnujı́ všechny kvantové aspekty odezvy kvantové soustavy
I Umožňuji určit odezvu 2H rezonnačnı́ho prostředı́ obecně pro „jakýkoliv“ průběh

elektromagnetického pole
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Rovnice poloklasické teorie interakce hmoty a zářenı́
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řádu ⇒ celkem 7 rovnic
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J. Šulc (KFE) Laserová technika 23. listopadu 2022 4 / 18



Impuls elektromagnetického pole s pomalu proměnnou obálkou

I Lineárně polarizovaná harmonická vlna

I Pomalý impuls – doba trvánı́ impulsu Timp � doba jednoho kmitu pole 2π/ω
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Impuls elektromagnetického pole s pomalu proměnnou obálkou

I Předpokládáme následujı́cı́ průběh pole a polarizace (pomalu proměnná
amplituda s harmonickou „nosnou“ vlnou):

I Vektory makroskopické polarizace a elektromagnetického pole majı́ pomalu
proměnné amplitudy (v čase i v prostoru)

I Předpokládáme následujı́cı́ průběh elektromagnetického pole a polarizace:

~E =~iyE(z, t)cos [ωt − kz +Φ(z, t)]

~P =~iy {P1(z, t)cos [ωt − kz +Φ(z, t)] + P2(z, t)sin [ωt − kz +Φ(z, t)]}
I Dosadı́me toto očekávané řešenı́ a postupně nalezneme rovnice pro pomalu

proměnné amplitudy pole a polarizace
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proměnné amplitudy pole a polarizace
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Rovnice pro impuls s pomalu proměnnou obálkou v rezonanci a bez
fázové modulace

I Uvažujeme signál v přesné rezonanci ω = ω21

I Uvažujeme signál bez fázové modulace Φ = const .
I Zavedeme tzv. lokálnı́ čas

t ′ = t − z
c

, z′ = z

I Dostaneme:

∂E
∂z′ = −

µ 0ω 21c
2

P2

∂P2

∂t ′
= −P2

T2
− |d21|2

~
EN

∂N
∂t ′
= −N − N0

T1
+

1
~
EP2

I Rovnice nelineárnı́
I Neplatı́ princip superpozice E (1)in → E (1)out , E (2)in → E (2)out 6⇔ E (1)in + E (2)in 6= E (1)out + E (2)out

I Amplitudy pole a polarizace a také inverze populace hladin závisı́ na
souřadnicı́ch v prostoru i čase.
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I Zavedeme tzv. lokálnı́ čas
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Rovnice pro impuls s pomalu proměnnou obálkou v rezonanci a bez
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t ′ = t − z
c

, z′ = z

I Dostaneme:

∂E
∂z′ = −

µ 0ω 21c
2

P2

∂P2

∂t ′
= −P2

T2
− |d21|2

~
EN

∂N
∂t ′
= −N − N0

T1
+

1
~
EP2

I Rovnice nelineárnı́

I Neplatı́ princip superpozice E (1)in → E (1)out , E (2)in → E (2)out 6⇔ E (1)in + E (2)in 6= E (1)out + E (2)out

I Amplitudy pole a polarizace a také inverze populace hladin závisı́ na
souřadnicı́ch v prostoru i čase.
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t ′ = t − z
c

, z′ = z

I Dostaneme:

∂E
∂z′ = −

µ 0ω 21c
2

P2

∂P2

∂t ′
= −P2

T2
− |d21|2

~
EN

∂N
∂t ′
= −N − N0

T1
+

1
~
EP2

I Rovnice nelineárnı́
I Neplatı́ princip superpozice E (1)in → E (1)out , E (2)in → E (2)out 6⇔ E (1)in + E (2)in 6= E (1)out + E (2)out

I Amplitudy pole a polarizace a také inverze populace hladin závisı́ na
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t ′ = t − z
c

, z′ = z

I Dostaneme:

∂E
∂z′ = −

µ 0ω 21c
2

P2

∂P2

∂t ′
= −P2

T2
− |d21|2

~
EN

∂N
∂t ′
= −N − N0

T1
+

1
~
EP2

I Rovnice nelineárnı́
I Neplatı́ princip superpozice E (1)in → E (1)out , E (2)in → E (2)out 6⇔ E (1)in + E (2)in 6= E (1)out + E (2)out

I Amplitudy pole a polarizace a také inverze populace hladin závisı́ na
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Šı́řenı́ stacionárnı́ho rezonančnı́ho signálu bez fázové modulace

I Výchozı́ rovnice

∂E
∂z
= −µ 0ω 21c

2
P2

∂P2

∂t
= −P2

T2
− |d21|2

~
EN

∂N
∂t
= −N − N0

T1
+

1
~
EP2

I Stacionárnı́ signál ⇒ položı́me časové derivace ≡ 0
I Zı́skáme rovnice pro P2(z), N(z)

0 = −P2

T2
− |d21|2

~
EN ⇒ P2(z) = −

|d21|2

~
T2EN

0 = − (N − N0)
T1

+
1
~
EP2 ⇒ N(z) =

N0

1+ |d21|2
~2 T1T2E2

I Zůstává diferenciálnı́ rovnice pro změnu intenzity E ve směru šı́řenı́ z

∂E
∂z
= −µ 0ω 21c

2
P2 ⇒ ∂E

∂z
=
|d21|2

~
µ 0ω 21c

2
T2N0

E
1+ |d21|2

~2 T1T2E2
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Šı́řenı́ stacionárnı́ho rezonančnı́ho signálu bez fázové modulace
Rovnice pro intenzitu optického zářenı́

I Přejdeme od intenzity elektrického pole k intenzitě světla I = 1
2 cε0E2

∂E
∂z
=
|d21|2

~
µ 0ω 21c

2
T2N0

E
1+ |d21|2

~2 T1T2E2
⇒ dI

dz
=

g0

1+ I/Is
I

I Přitom využijeme vztah pro derivaci složené funkce:

∂E2

∂z
= 2E ∂E

∂z

I Zisk pro slabý signál g0 = σN0

I Účinný průřez pro stimulovanou emisi

σ =
µ 0ω 21c |d21|2

~
T2

I Saturačnı́ intenzita

Is =
~ω

2σT1
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I Účinný průřez pro stimulovanou emisi

σ =
µ 0ω 21c |d21|2

~
T2
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Šı́řenı́ stacionárnı́ho rezonančnı́ho signálu bez fázové modulace
Zesilovánı́

I Rovnice popisujı́cı́ zesilovánı́ rezonančnı́ho zářenı́

dI
dz
=

g0

1+ I/Is
I

I Normovaná intenzita zářenı́

J =
I
Is

⇒ dJ
dz
=

g0

1+ J
J

I Separace proměnných
1+ J

J
dJ = g0 dz

I Okrajová (počátečnı́) podmı́nka

J|z=0 = J1

I Řešenı́ (z = L)

ln
J2

J1
+ (J2 − J1) = g0 L
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1+ J

J
dJ = g0 dz
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Šı́řenı́ stacionárnı́ho rezonančnı́ho signálu bez fázové modulace
Zesilovánı́ v prostředı́ beze ztrát

I Řešenı́ (z = L) – transcendentnı́ rovnice

ln
J2

J1
+ (J2 − J1) = g0 L

Slabý signál Silný signál

J1 � 1, J2 � 1 ln
J2

J1
≈ 0, tj.

J2

J1
≈ 1

J2 = J1 e g0 L J2 = J1 + g0 L

I Obecné řešenı́ transcendentnı́ rovnice (pro libovolné J1 a zesı́lenı́)

J2 = LambertW
n

J1e [J1 + g0 L]
o
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J1 � 1, J2 � 1 ln
J2

J1
≈ 0, tj.

J2

J1
≈ 1

J2 = J1 e g0 L J2 = J1 + g0 L
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Šı́řenı́ stacionárnı́ho rezonančnı́ho signálu bez fázové modulace
Zesilovánı́ (g0 L = 4)
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Šı́řenı́ impulsů

I Charakter šı́řenı́ určuje délka obálky impulsu Timp v porovnánı́ s relaxačnı́mi
časy T1 a T2

KOHERENTNÍ NEKOHERNTNÍ

Timp � T1, T2 Timp � T1, T2

APROXIMACE
RYCHLOSTNÍCH ROVNIC

T2 � Timp � T1

∂E
∂z′ = −

µ 0ω 21c
2

P2

∂P2

∂t ′
= −P2

T2
− |d21|2

~
EN

∂N
∂t ′
= −N − N0

T1
+

1
~
EP2
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Šı́řenı́ impulsů
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KOHERENTNÍ NEKOHERNTNÍ
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Nekoherentnı́ šı́řenı́ impulsů Timp � T1, T2

I Rychlá relaxace rezonančnı́ho prostředı́

I Při šı́řenı́ se projevı́ ztráty energie způsobené relaxacı́ polarizace i inverze
populace hladin

I Adiabatická eliminace – v každém okamžiku „ustálený stav“
I Relaxace má většı́ vliv než změna amplitudy ⇒ časové derivace ≡ 0

∂N
∂t

<<
N
T1

,
∂P2

∂t
<<
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Aproximace rychlostnı́ch rovnic T2 � Timp � T1

I Částečná adiabatická eliminace

I Polarizace spojená s časem T2 relaxuje rychle – kvazistacionárnı́ stav

∂P2

∂t ′
= −P2

T2
− |d21|2

~
EN

∂N
∂t ′
= −N − N0

T1
+

1
~
EP2

∂E
∂z′ = −

µ 0ω 21c
2

P2

I Vyloučı́me polarizaci, protože:

∂P2

∂t
<<

P2

T2

I Odezvu prostředı́ ovlivňuje inverze populace hladin, která se vyvı́jı́ v závislosti
na velikosti signálu

I Od intenzity elektrického pole E k intenzitě zářenı́ I
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Rychlostnı́ rovnice

I Rychlostnı́ rovnice popisujı́ rychlost změny inverze populace hladin a intenzity
zářenı́

∂N(z, t)
∂t

=
N0

T1|{z}
buzenı́

− N(z, t)
T1| {z }

fluorescence

− 2
~ω21

σI(z, t)N(z, t)| {z }
stimul. emise/absorbce

∂I(z, t)
∂z′ = σN(z, t)I(z, t)

I Zákon zachovánı́ energie – fotony vs inverze populace hladin
I Hustota energie u = I/c
I Einstein

B =
cσ

~ω

I Hustota fotonů φ = I/(~ωc)
I Tok fotonů F = I/(~ω)
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I Tok fotonů F = I/(~ω)
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Shrnutı́

I Pro popis sı́řenı́ impulsů s pomalu proměnnou obálkou stačı́ 5 rovnic. Rovnice
popisujı́ časový vývoj obálky impulsu, amplitudu polarizace prostředı́ a inverzi
populace hladin.

I Za předpokladu, že zářenı́ je v dokonalé rezonanci s prostředı́m (ω = ω21), a že
signál má konstantnı́ fázi, stačı́ nám 3 rovnice:

∂E
∂z′ = −

µ 0ω 21c
2

P2

∂P2

∂t ′
= −P2

T2
− |d21|2

~
EN

∂N
∂t ′
= −N − N0

T1
+

1
~
EP2

I Stacionárnı́ řešenı́ poskytuje rovnici popisujı́cı́ zesilovánı́ rezonančnı́ho zářenı́

dI
dz
=

g0

1+ I/Is
I

I V obecném přı́padě časově proměnné obálky impulsu délky Timp rozlišujeme 3
oblasti řešenı́: koherentnı́ šı́řenı́ (Timp � T1, T2), nekoherentnı́ šı́řenı́
(Timp � T1, T2), aproximace rychlostnı́ch rovnic (T2 � Timp � T1)
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I Stacionárnı́ řešenı́ poskytuje rovnici popisujı́cı́ zesilovánı́ rezonančnı́ho zářenı́
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populace hladin.
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