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2. Cvi£ení - Implicitní funkce

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

• Instruktáºní p°íklad F (x, y) := x2 + y2 − 1 = 0

• V¥ta o implicitní funki: Nech´ Ωn ⊂ Rn a Ωm ⊂ Rm jsou otev°ené mnoºiny a F : Ωn×Ωm →
Rm je t°ídy C1 na Ωn × Ωm. Dále p°edpokládejme, ºe pro n¥jaké (a, b) ∈ Ωn × Ωm platí:

F (a, b) = 0
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 (a, b) 6= 0.

Potom platí:

1. Existují okolí Ha ⊂ Ωn a Hb ⊂ Ωm bod· a a b a práv¥ jedna funkce f : Ha → Hb t°ídy
C1 na Ha tak, ºe

(∀x ∈ Ha)(F (x, f(x)) = 0) a f(a) = b.

2. Dále det∂F∂y (x, f(x)) 6= 0 pro v²echna x ∈ Ha a pro derivaci f platí vzorec

Df(x) = −
(
∂F

∂y
(x, f(x))

)−1 ∂F
∂x

(x, f(x))

pro v²echna x ∈ Ha.
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9.1 Pro x+ y > 1, z > 0 rozhodn¥te, zda x+ y + z = ez zadává implicitn¥ funkci z = z(x, y).

�e²ení: Ano, sta£í ov¥°it p°edpoklady v¥ty o impl. funkci.

9.2 Je soustavou rovnic

Φ1 :x+ y2 + u3 − u− v = 0,

Φ2 :x2 − 3y + u− 2v + 4 = 0

ur£ena dvojice funkcí u = u(x, y), v = v(x, y)?

�e²ení:
∂Φ

∂(u, v)
=

(
3u2 − 1 −1

1 −2

)
je regulární pro u 6= ± 1√

2
.

9.3 Nech´

F (x, y) =

(
x2 + y2

x2 − y2
)
, x, y > 0.

Zjist¥te, zda existuje (globáln¥ nebo alespo¬ lokáln¥) F−1.

�e²ení: Lokální inverze existuje podle v¥ty o implicitní funkci, globální inverzi lze najít
explicitním výpo£tem.



9.4 Ozna£me
(∗) x2 = y2.

a) Kolik funkcí y = y(x) spl¬uje na R rovnici (*)?

b) Kolik spojitých funkcí na R spl¬uje (*)?

c) Kolik diferencovatelných funkcí na R spl¬uje (*)?

d) Kolik spojitých funkcí na (1− δ, 1 + δ), 0 < δ < 1 spl¬uje (*) a zárove¬ y(1) = 1?

�e²ení: nekone£n¥ mnoho, 4, 2, 1.

9.5 Nech´ y − ε sin y = x, ε ∈ (0, 1). Najd¥te y′, y′′ a extrémy funkce y.

�e²ení: y′ =
1

1− ε cos y
, y′′ = − ε sin y

(1− ε cos y)3
.

9.6 Ur£ete extrémy funkce z = z(x, y), pokud

x2 + y2 + z2 − xz − yz + 2x+ 2y + 2z − 2 = 0.

�e²ení: Podez°elé body: (−3 +
√

6,−3 +
√

6) a (−3−
√

6,−3−
√

6), z = −4± 2
√

6, z
druhých derivací: první je lok. maximum, druhý lok. minimum.

9.7 Najd¥te extrémy funkce z = z(x, y) zadané implicitn¥ jako x2 + y2 + z2 = a2.

�e²ení: Podez°elé body: (0, 0, a) a (0, 0,−a). Druhé derivace: první je maximum, druhý je
minimum.

9.8 Najd¥te extrémy funkce z = z(x, y) zadané implicitn¥ jako x2+y2+z2−2x+2y−4z+10 = 0.

�e²ení: Maximum v bod¥ (1,−1, 6), minimum v bod¥ (1,−1,−2).


