
Markovské procesy

LS 2022/23, FJFI �VUT

4. Cvi£ení

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Galton·v-Watson·v proces

1. (Vytvo°ující funkce) Pro X náhodnou prom¥nnou s oborem hodnot v N0 nazýváme
mocninnou °adu

PX(s) :=
∞∑
n=0

P(X = n)sn

její vytvo°ující funkcí. Ukaºte, ºe:

(a) Pro její polom¥r konvergence RX platí RX ≥ 1.

(b) Dále platí P(X = k) = 1
k!P

(k)
X (0) pro v²echna k ∈ N0.

(c) Speciáln¥ tedy P(X = 0) = PX(0).

(d) EX = P ′X(1−) a E[X(X − 1) . . . (X − k + 1)] = P
(k)
X (1−).

(e) Kone£n¥ pak varX = P ′′X(1−) + P ′X(1−)− (P ′X(1−))2.

2. Ur£ete vytvo°ující funkci (a její polom¥r konvergence) náhodné veli£iny s Poissonovým
rozd¥lením s parametrem λ > 0 a s její pomocí pak ur£ete její st°ední hodnotu a rozptyl.

3. Dokaºte, ºe pro X a Y dv¥ nezávislé náhodné veli£iny s oborem hodnot v N0 a vytvo°ujícími
funkcemi PX a PY a Z = X + Y platí PZ(s) = PX(s)PY (s), |s| < min{RX , RY }.

4. Zobecn¥te p°edchozí v¥tu na n nezávislých náhodných veli£in a s její pomocí pak najd¥te
rozd¥lení sou£tu nezávislých Poissonovských veli£in X1, . . . , Xn s parametry λ1, . . . , λn > 0.

5. Je-liN náhodná veli£ina s oborem hodnot v N0 aX1, X2, . . . jsou nezávislé náhodné veli£iny,
pak SN := X1 + X2 + · · · + XN je náhodný sou£et nezávislých veli£in. Jsou-li Xi stejn¥
rozd¥lené, s vytvo°ující funkcí PX , pak dokaºte, ºe PSN

(s) := PN (PX(s)). Dále odvo¤te
ESN = EN · EX1 a varSN = EN · varX1 + varN · (EX1)

2. Pouºijte tento postup na
Poissonovskou slepici.

6. Galton·v-Watson·v proces v¥tvení

Tento proces popisuje evoluci populace jednoho druhu, v níº kaºdý jedinec ºije jednu jed-
notku £asu a na konci svého ºivota dá d¥lením vznik U novým jedinc·m, kde U = k s
pravd¥podobností pk, tedy

P(U = k) = pk, k = 0, 1, 2, . . . , a
∑
k≥0

pk = 1.

Ozna£íme-li tedy po£et organism· v n-té generaci Xn, pak je

X0 = 1,

Xn =


Xn−1∑
i=1

U
(n−1)
i pokud Xn−1 6= 0

0 pokud Xn−1 = 0.

,



U
(n−1)
i je tedy po£et nových jedinc·, kte°í vzniknou z i-tého jedince ºijícího po n−1 krocích.

V²echna U (n−1)
i p°edpokládáme nezávislé. Podle p°ede²lých cvi£ení tedy platí

PXn(s) = PXn−1(PU (s))

EXn = EXn−1 · EU,
varXn = EXn−1 varU + (EU)2 varXn−1.

Dokaºte, ºe pokud EU = µ a varU = σ2, pak EXn = µn a varXn = σ2µn−1 µ
n−1
µ−1 pro µ 6= 1

a varXn = nσ2 pro µ = 1.

7. (GW2) Ozna£me en = P(Xn = 0) pravd¥podobnost vyhynutí populace b¥hem prvních n
krok·. Protoºe z Xn = 0 plyne ihned i Xn+1 = 0, je (en)n neklesající posloupnost, která
má tedy limitu e = lim

n→∞
en. Dokaºte, ºe e je nejmen²í ko°en rovnice x = PU (x) na [0, 1].

(a) �íslo e spl¬uje rovnici e = PU (e): Do rovnice PXn(s) = PU (PXn−1(s)), dosa¤te s = 0,
odvo¤te en = PU (en−1) a vezm¥te limitu.

(b) Nech´ η ∈ [0, 1] je n¥jaké °e²ení rovnice PU (η) = η. Dokaºte, ºe pak e ≤ η. Nápov¥da:
vyuºijte monotonii funkce PU a postupujte indukcí, e1 = PU (e0) = PU (0) ≤ PU (η) =
η, e2 = PU (e1) ≤ PU (η) = η, . . .

8. (GW3) Nech´ p0 = p1 = 1/5 a p2 = 3/5. Najd¥te st°ední hodnotu po£tu jedinc· n-té
populace a pravd¥podobnost vym°ení e.

9. (GW4) Nech´ U je geometrické rozd¥lení na N0 s parametrem 0 < p < 1, tedy P(U = k) =
p(1− p)k. Najd¥te rozd¥lení Xn, tedy P(Xn = j) pro kaºdé j = 0, 1, 2, . . .
Nápov¥da: Nejprve najdeme vytvo°ující funkci PXn(s) ze vztah· PX1 = PU a PXn = PU ◦
PXn−1 . Ozna£íme-li µ = EU = q

p , pak vyjde

PXn(s) =

n−1∑
k=0

µk − s
n−1∑
k=1

µk

n∑
k=0

µk − s
n∑
k=1

µk
.

Tuto funkci pak rozloºte do mocninné °ady se st°edem v po£átku a srovnejte koe�cienty s

PXn(s) =
∞∑
k=0

P(Xn = k)sk.


