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5. Cvi£ení
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Analýza prvního kroku a klasi�kace stav·

1. Uvaºujte Markov·v proces s maticí pravd¥podobností p°echodu

P = [Pi,j ]0≤i,j≤3 =


1 0 0 0
0.3 0 0.7 0
0 0.3 0 0.7
0 0 0 1

 .

a) Jaké jsou absorbující stavy?
b) Pokud proces za£ne ve stavu 1, jaká je pravd¥podobnost, ºe bude absorbován do 0?

2. Hrá£ hází spravedlivou ²estist¥nnou kostkou. S£ítá padlá £ísla, dokud sou£et není striktn¥
v¥t²í neº deset. Spo£t¥te pravd¥podobnost, ºe hra skon£í sou£tem 13.

3. Opakujeme nezávislé hody mincí, p°i kterých padá Orel (O) nebo Hlava (H). Kolik hod· je
t°eba v pr·m¥ru provést, neº se objeví posloupnost vzor· HOHH?

4. Jistý Mr. Trump pí²e na Twitteru zprávy tak, ºe rovnom¥rn¥ a náhodn¥ bouchá do anglické
klávesnice s 26 znaky bez diakritiky a mezerníkem (celkem tedy 27 kláves). Jak dlouho v
pr·m¥ru trvá, neº se v jeho zpráv¥ objeví samostatn¥ stojící slovo COFFEE?

5. Z hradní v¥ºe vedou t°i východy. První východ ústí do tunelu, kterým se £lov¥k po t°ech
dnech ch·ze vrátí zpátky do v¥ºe. Druhý východ vede do tunelu, kterým se £lov¥k vrátí
zp¥t do v¥ºe po jednom dnu ch·ze. T°etí východ vede ven. Ve v¥ºi je tma a východy jsou
voleny náhodn¥.
a) Ukaºte, ºe lze tuto v¥º namodelovat Markovým °et¥zcem se £ty°mi stavy.
b) Napi²te jeho matici p°echodu pravd¥podobností.
c) Jak dlouho v pr·m¥ru trvá dostat se z v¥ºe ven?

6. Uvaºujte Markov·v °et¥zec s maticí p°echodu

P = [Pi,j ]0≤i,j≤5 =



1/2 0 1/4 0 0 1/4
1/3 1/3 1/3 0 0 0
0 0 0 0 1 0
1/6 1/2 1/6 0 0 1/6
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1


Je tento °et¥zec rozloºitelný? Pokud ano, jaké jsou jeho komunikující t°ídy? Ur£ete tranzitní
a rekurentní stavy °et¥zce. Najd¥te periodu kaºdého stavu.

7. Uvaºujme náhodnou procházku na následujícím nekone£ném grafu. Kaºdý vrchol má práv¥
3 sousední vrcholy, a pravd¥podobnost p°echodu k nim je shodn¥ 1/3.



a) Nech´ 0 ozna£uje stav uprost°ed (p°i detailním pohledu zjistíme, ºe v²echny stavy jsou
ekvivalentní, a ºe tedy ºádný není nijak vyjíme£ný. Vybereme prost¥ libovolný stav a ozna£í-
me ho 0). Nech´ D(i) je vzdálenost (=délka nejkrat²í cesty ze) stavu i od 0, tedy D(0) = 0,
kaºdý soused 0 má D(i) = 1, atd. Nech´ Xn je pozice procházky po n krocích, X0 = 0.
Ukaºte, ºe Zn = D(Xn) je Markovský °et¥zec a najd¥te jeho matici pravd¥podobností
p°echodu.
b) Ukaºte, ºe Zn je tranzitní.
c) Ukaºte, ºe i Xn je tranzitní.

8. Po schodech je moºno jít nahoru po jednom £i po dvou stupních. Schody mají celkem n
stup¬·. Kolika zp·soby lze schody vyjít?
Nápov¥da: Ozna£me toto £íslo ωn. Pak ω3 = 3 a ωm = ωm−1 + ωm−2. Dále uvaºujte
vytvo°ující funkci W (s) =

∑
m≥0 s

mωm.

9. Ehrenfest·v °et¥zec má stavový prostor {0, 1, . . . , n} a pravd¥podobnosti p°echodu Pi,i+1 =
1 − i

n a Pi,i−1 = i
n , i = 0, . . . , n. Pouºijte podmínku detailní rovnováhy a ukaºte, ºe jeho

stacionární rozd¥lení je binomické.

10. Uvaºujme náhodnou procházku na Z vycházející z nuly, která pokra£uje s pravd¥podobností
1 doprava (tedy do stavu 1). Ze stavu k pak pokra£uje doprava (tedy do stavu k + 1) s
pravd¥podobností pk, doleva (tedy do k − 1) s pravd¥podobností qk a se zbývající pravd¥-
podobností z·stává v k. Nech´ parametry p, q spl¬ují 0 < p < q a p + q = 1. Dokaºte,
procházka s pravd¥podobností 1 nav²tíví nulu nekone£n¥krát.

11. V populaci o N jedincích je n¥kolik z nich hospitalizováno s ur£itou nemocí. Kaºdý den
jde jeden zdravý jedinec na náv²t¥vu do nemocnice a pozdraví se se v²emi nemocnými.
Pravd¥podobnost p°enosu nákazy p°i kontaktu zdravého a nemocného jedince je 0 < p < 1.
Pokud se zdravý jedinec p°i své náv²t¥v¥ nemocnice nakazí, uº zde z·stane, jinak se vrací
dom·. P°edpokládejme, ºe na za£átku je nemocný jen jeden pacient. Ukaºte, ºe v pr·m¥ru
trvá

∑N−1
k=1

1
1−qk

dní neº se nakazí v²ichni, kde q = 1− p.


