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Nasledujici text vznikl jako doplnék k zékladnim kurztim matematiky pfednasenym v Cechéch
a na Moravé. Hlavni cile celého tohoto spisku jsou ve zkratce nasledujici:

e Ukazat studenttim, 7e zakladn{ kurz matematiky nen{ jen o Dirichletové kriteriu a Fule-
rové substituci, ale Ze mé tzkou souvislost i s modernimi partiemi teoretické i aplikované
matematiky.

e Ukazat studentiim, Ze jednotlivé obory matematiky spolu tzce souviseji. Tedy, Ze fadu
vysledki v analyze dostaneme nejjednoduSeji pomoci statistiky, ze analyza je zékladnim
néstrojem numeriky, a Ze vSechny tyto sméry je tifeba spravné skloubit, kdyZz dojde na
aplikovanou matematiku.

Pokud se tento text dostane do ruky studenttim se zdjmem o nékteré z téma zde zpracovanych,
nevahejte se na mé obréatit!

Pokud se tento text dostane do ruky komukoliv, kdo bude znat néjaké jiné vhodné téma, dejte
mi prosim védet!
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1 Rychla Fourierova transformace (FFT)

Necht Zpy je mnozina N-tych odmocnin jedni¢ky v oboru komplexnich &isel, tedy

7N = {17 e27ri/N7 e2-27‘ri/N o e(N—l)-ZmL/N}.

Pak Zy s obvyklym néasobenim komplexnich ¢isel je Abelovska (tedy komutativni) grupa. Dale

je Zy isomorfni s mnozinou {0,1,..., N — 1} vybavenou sumaci modulo N. A déle je isomorfni

s Z/NZ, mnoziné t¥id ekvivalence celych ¢isel definovanych pomoci zbytku pii déleni N.
Definujeme vektory ¢; € CV s komponentami ¢;(k),k =0,...,N — 1

e(k) =¥ */N prol=0,1,...,N=1ak=0,1,...,N — 1.

Stejné tak je mozné se na divat na e; jako na funkce ¢; : {0,1,..., N —1} — C. Kone¢né oznacime
V' vektorovy prostor komplexnich funkei na {0,1,..., N — 1} se skalarnim sou¢inem
N-1 L
(F,G)v = ) F(k)G(k),
k=0
a normou

N-1
IEIS = > [F (k)P
k=0

Jednoduchy vypocet dava
Lemma 1.1. Pro 0 <Il,m < N — 1 plati

N prol=m

et em)y =N -0y =
(et em)v g {0 jinak.

Vektory e = e)/V/N,1=0,1,...,N — 1, tvoi{ tedy ortonormalni bazi V.
Pro kazdé F' € V tedy dostaneme

N-1
F = Z(F e
17 = ZI vl

Pro n € Z definujeme n-ty Fouriertiv koeficient F' jako

. 1
)e—QWzkn/N _ <F7 €*>'

VN

2|~
il
=

Véta 1.2. Pro F € V mdme

N-1 N—-1 N_1
F(k) =Y (Fe)veyk) =Y VNaye;, Z anen(k) = 3 ane2 nk/N,
n=0 n=0 n=0

N-1 -

1
> lanf* = Z (F,en)v]* = fHFHQ =5 Z [F(k)
n=0 k=0



Naivni zptisob vypoctu F(0),..., F(N —1) pro dané F(0),...,F(N —1) a wy = e 27/N je

1 N-1
al (F) == ~ > F(r)whf.
r=0

Zahrnuje tedy N —2 multiplikaci vedouci k w%, ... ,wx_l a kazdeé aév vyzaduje N + 1 multiplikaci

a N — 1 sou¢tt. Celkem tedy potiebujeme 2N2? + N — 2 < 2N? + N operaci. .

Véta 1.3. (Fast Fourier Transform) Pro dané wy = e 2™/N s N = 2" potiebujeme nejvijse
4.2".n=4Nlogy(N) = O(NlogN)
operact k vgpoctu vsech Fourierovijch koeficienti F'.

Diikaz. Necht #(M) je minimalni pocet operaci potiebnych k vypoctu vSech Fourierovych koefi-
cientd na Zys. Tvrdime, Ze plati

#(2M) < 24 (M) + 8M

pokud waps = e 27/ 2M) je dano.

Pouzitim tohoto tvrzeni lze jiz vétu snadno dokazat indukci. Pro N = 2! = 2 potfebujeme jistd
méné nez 8 operaci, abychom vypocetli

ap (F) = 1/2(F(1) + F(=1)), af (F) =1/2(F(1) = F(-1)).
Pokud véta plati pro N = 2"~ pak dostaneme
#(2N)<2-4-2"7Yn—1) +8-2"71 =8n2"~! = 4n2".

Dtikaz tvrzeni:

Potfebujeme nejvyse 2M operaci, abychom ziskali w3,,, . .. ,w%%_l. Dale, pro F' definovanou na
Zon, uvazujeme Fy a Fy definované na Zyy, které jsou zaddny pomoci Fy(r) = F(2r) a Fi(r) =
F(2r+1). Predpokladame dale, 7e jsme schonpni jejich vypo¢ist jejich Fourierovy koeficienty (na
Zr) v #(M) operacich.

Tvrzeni pak plyne z nasledujiciho vypocétu (0 < k < 2M — 1)E]

-1

] ML 1 (1% sy 1N k(2
. m—+1
a(F) = S Pt = ( > F(lenyy + 37 30 F(2m+ D™ )>

2M r=0 M =0 m=0
L1 M= | M=l
=3 (M Z Fy(Dwht + i Fl(m)w%”wlgM>
=0 m=0
1
= 5 (ab! (o) + ! (F)ety )

'Viimnéte si, ze a (Fo) = ai’ 3 (Fo) pro k > M.



Cviceni:

1. Jina forma téhoz definuje Diskrétni Fourierovu Transformaci (DFT) Fx signalu x € CN
jako
Fz :=Fyz,

kde Fy je N-dimenzionéln{ Fourierova matice

Fy = (eiﬁwﬂv)k £=0,...N—1"

2. Rozmyslete si, Ze jsme jiz vlastné dokazali, Ze \/% - Fx je unitarni matice, a ze tedy

— 1 T
FNl — 7(62 M/N)

N k,6=0,..,.N—1°

3. Cyklickd konvoluce x xy € CV signala z,y € C nad Zy je definovana jako

N-1

(x*y)k ::Zx(k—é) mod NY¢, keZN:{OvaN_l}
/=

4. Dokazte, 7e plati
Flxxy) = (Fz)- (Fy),

kde “.” je bodovy souc¢in dvou vektort.

5. Odvodte vzorce pro DFT shiftu a modulace daného vektoru, tedy pro
F{zae®™%}) a F({zn-m})-

6. Dokazte, ze

(\;NIFN)4 — Id,

a ze tedy vlastni ¢isla matice ﬁFN lezi v mnoziné {£1, +i}.
7. Cooley—Tukey FFT algorithm: Zkuste si rozmyslet, Zze popsany algoritmus pro FFT lze

pouzit i pro libovolnou faktorizaci N = NjNs, kde neni nutné, aby N1 nebo Ny bylo rovno
dvéma.



2 Pronyho metoda & Lasso

Pronyho metoda (vyvinutd Gaspardem Riche de Prony v roce 1795) se da pieformulovat jako
metoda feSeni poduréenych soustav linearnich rovnic Az =y, kde A € R2*N € R? g 2 € RY
je s-sparse, tedy ma nejvySe s nenulovych koeficienti. Matice A bude prvnich 2s fadka diskrétni
Fourierovy transformace. Proto se ndam bude hodit nésledujici lemma.

Lemma 2.1. Necht z € CN md nejugse s nenulovijch souiadnic, tedy # supp(z) < s. Necht dale
2(k) = 0 pro s po sobé jdoucich indexi k € {0,1,...,N —1}. Pak z = 0.
Diikaz. Polozme S := supp(z) a predpokladejme, ze existuje ¢ € {0,1,..., N — 1} tak, Ze plati

N-1 kl kl

0=2z(k) = e 2N (1) = Ze‘zmﬁz(l) prok=tt+1,...;t+s—1.

1=0 les
Tedy i

— i —omidl _omitl .

O:Ze N z(l):Ze Ne “MNz() proj=0,1,...,s—1.
les les

Definujeme-li tedy vektor w(l) = eiQﬂithz(l) pro [ € S a nula jinak, je

0= Z(eﬂ’”’%yw(l) proj=0,1,...,s— 1.

les

Protoze dana soustava rovnic odpovida Vandemondové soustavé a je regularni, je w = 0, a tedy
iz=0. O

Pronyho metoda pak #ika, Zze s-sparse vektory lze najit pomoci jejich prvnich 2s Fourierovych
koeficientt.

Véta 2.2. Pro vsechna prirozend c¢isla N > 2s existuje konstruktivni zpisob, jak z pronich m = 2s
koeficienty diskrétni Fourierovy transformace zrekonstruovat libovolny s-sparse vektor.

Diikaz. Necht x € CV je s-sparse vektor, ktery budeme interpretovat jako funkci definovanou
na mnoziné {0,1,..., N — 1} s nosi¢em S o nejvySe s prvcich. Pfedpokladédme, ze prvnich 2s
Fourierovych koeficientti (0), (1), ...,#(2s — 1) je dano, kde

N—1
y(G) =2(j) = Y a(k)e N 0<j<2s — 1
k=0
Nejprve popiSeme Pronyho algoritmus, a posléze dokdZeme, Ze skute¢né najde to, co ma.
Algoritmus:

e Najdeme libovolné feseni soustavyf]

ys—1) + ... + (0 2(1) y(s)
y(:s) + .+ y(:l) Z(:2) _ y(s —|— 1) 2.1)
y(2s—2) + ... + y(s—1) z(s) y(2s — 1)

2Pozdgji dokazeme, 7e dana soustava mé vidy alespoii jedno feSeni.



e Dale polozime z(0) = 1,z(s+1)=---=2z(N — 1) = 0.
e Pak S :=supp(z) C S := (suppz")®a #S < s.

e Odtud jiz pak snadno dopocteme x jako FeSeni preuréeného systému 2s rovnic o s neznamych

y(j) = va(k)e_gmfv j=0,...,2s—1.
keS

1. krok: Existence FeSeni ([2.1):
Soustavu ([2.1)) ¥esi nap¥iklad Fourierova transformace trigonometrického polynomu (=vek-

toru)

p(t) = ~ J[ (1 — e 2 m/N2mit/Ny g <t < N -1, (2.2)

keS
Ziejmé p(t) = 0, pravé kdyz se v soudinu v (2.2)) nékde vyskytuje nula, a tedy pravé tehdy, pokud
t € S. Proto je tedy p(t)-x(t) = (p-x)(t) = 0 pro viechna 0 <t < N —1. ProtoZe px& =p-x = 0,

je tedy
N-1

(b 2)(j #(j—kmod N)=0, 0<j<N-—1. (2.3)
k=

[e=]

Dale spocteme, 7e

p0)=S"p) = 1 (1 — e=2mik/N g2ril/N
[(_ 1)6727rik/N€27ril/N}

(_1)#5'62m1(#5')/N H [e—zmk/zv]
1=0 S'CS kes’

(_1)#Sle2wil(#S/)/N 6Xp<—27Ti(Z k‘)/N)
=0 S'CS kes’
N-1

(—1)* exp( 27i( Z k) /N) e2mil#S")/
S'cS keS’ =0

Posledn{ suma pres [ je rovna nule, pokud #5S’ je rizné od nuly a pro #S’ = 0, tedy S’ = 0, je
rovna N. Celkem je tedy p(0) = 1. Zcela analogicky pak obdrzime pro j > s

N-1 N-1

p) = e‘zm%p(l) _ % —2m Z H [ —27rz’k/N627ril/N}

=0 S'CS keSS’

T
=

I
2=
INng

-1
6_27”;% Z (_1)#5’62ﬂ'il(#3/)/N exp<—2ﬂi(z k)/N>
s'cs kes’
N-1
(—1)#5 exp( 2mi( Y k) /N> i =0
“ kes’ =0

2| -

/

w0
N

10



Dosadime-li p(0) =1l ap(s+1)=---=p(N—-1) =0 do a pfepiSeme-li tuto rovnici pro
s < j <2s—1, dostaneme .

2. krok: Pokud mé soustava jediné fesen{, mus{ byt timto feSenim z = P, o kterém vime,
7e S = supp(z) = (suppp)® = (supp z")¢. Tim je tedy nalezen nosi¢ x a tloha se stava trivialni.

3. krok: Predpoklddejme tedy, Ze soustava nemusi mit nutné jediné ¥eSeni. Necht z
je libovolné Fegeni (2.1)). Jak navrzeno v algoritmu, dodefinujeme z(0) = 1,2(s +1) = -+ =
z(N — 1) = 0. Koneéné polozme ¢ = zV.

Vektor ¢ - x je tedy s-sparse (uz = byl s-sparse) a méa Fourierovu transformaci rovnu nule na
s po sobé jdoucich indexech s,s+1,...,2s — 1, protoze q-x(j) = §* 2(j) = y * 2(j) = 0 plyne
proj=s,s+1,...,2s— 1z . Podle Lemmatu je tedy ¢ - x = 0. Vektor ¢ mé tedy nulové
soufadnice na S. Tim jsme vlastné dokazali, Ze S C S. Konetng, protoze

1 . ~ ikt Ly
alt) = D2 a(k)e = PN,
k=0

kde .
P() = Yk

k=0
je P polynom nejvyse stupné s (a ¢ trigonometricky polynom nejvyse stupné s), jei #5’ <s. [0

Cvicent:
e Naprogramujte Pronyho metodu (v Matlabu)
o Zjistéte jeji chovani pri defektu sparsity
o Zjistéte jeji chovani pfi Sumu
Napoveéda:
x=sprand(100,1,.2);

x_full=full(x);
y=fft(x_full);

y=y+0.000000000001*randn(100,1) ;

c=wkeep(y,20,20);
r=vwkeep(y,20,1);
R=flipud(r);
Y=toeplitz(c,R);

yy=wkeep(y,20,21);

zz=linsolve (Y, -1xyy);

z=[1;zz;zeros(79,1)];

S=ifft(z);

Supp=find(abs(S)<le-8);

FMat=dftmtx(100) ;

xout=sparse (Supp,1,FMat (1:40,Supp)\y(1:40),100,1);
norm(x-xout,2)

11



Piedchozi cviceni ukazuje, ze Pronyho metoda je sice funkéni pro z € RY s nejvyse s ne-
nulovymi koeficienty, ale katastrofalné selhavé pro “skoro sparse” x a pro Fourierovy koeficienty
urcené se Sumem. Stabilni metoda rekonstrukce sparse vektor byla predstavena o dvé stoleti
pozdé&ji Tibsiranim v roce 1996:

Nahradime-li fo-normu pfi regularizaci f1-normou, tak FeSeni nasledujici minimalizace

min

N
acR”
=1

=1

n n N
N2 N2
; — . (AW [ : i — , ) )\
(Z/ ;Oéj(l' )]) +)\J2_1 | min (y (a,x >> + Mfa)1

. _ 2
_orglelJlRI}L Hy Xa||2+/\HOéH17

jsou sparse, tedy maji (v zavislosti na parametru A > 0) vétsi ¢i mensi pocet soufadnic nulovych.
Matematické vysvétleni tohoto efektu je pFfedmétem oboru Compressed Sensing (Donoho 2006,
Candes, Romberg & Tao 2006).

Cvicent:

e implementace v matlabu

e chovani pfi defektu sparsity
e chovani{ pfi Sumu

Napovéda: Metodu neni tf¥eba implementovat, sta¢i pouzit piikaz lasso.

12



3 Metoda nejmensich ¢tverci

Metodu nejmengich ¢tverci lze pojmout jako cvideni na lokilni a globalni extrémy funkei vice
proménnych:

1. Uloha: Nechf je dano n bodi (z,1;) € R? , i = 1,2,...,n. Uréete pfimku y = Az + B
n

tak, ze f(A, B):=> (yi — Azw; — B)? je minimalni.
i=1
Funkce f je v8ude definovana vsude hladka, takze lokdlni extrémy najdeme pomoci rovnice
Vf=0:

Of N~ ot A BY ) — S s An? By —
54 2 2(y; — Ax; — B)(—x;) = 2;(%1‘2 Ax; — Bx;) =0, (3.1)
of

== 2(yi— Aw; — B)(=1) = =2 (yi — Aw; — B) = 0. (3.2)
=1

i=1
Pro zjednoduseni notace polozme

i 12(1771) ER”,x:(xl,...,:cn),y:(yl,...,yn),
n

o (z,y) = migia ||} = (z,2).
=1

Pak muzeme p¥epsat (3.1)) a (3.2)) jako

—2[(z,y) — Az, z) — Bz, 1)] = 0,
—2[(y,1) — A{z,1) —nB] =0

a tedy jako

Az, x) + Blx, 1) = (z,y),
Az, 1) +nB = (y, 1).

Dostali jsme tedy soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych A a B. Abychom zjistili,
kdy ma tato soustava pravé jedno reSeni, vypocteme

T, T z, 1
(oo @ D) = el = (0,12 > mllol ~ ol - 1213 = el - mlll =0,

kde jsme pouzili Cauchy-Schwartzovu nerovnost |(x, y)| < ||z||2 - ||y||2. Determinant je roven nule,
jen pokud je x nasobek 1, tedy pokud v8echna vstupni data x1,...,x, jsou stejna. Tento piipad

je samoziejmé prakticky nezajimavy, takze budeme v dalgim predpokladat, ze tomu tak neni. V
tom piipadé obdrzime jediné feSeni:

nay) — @Y g ey D) g )

A= n{z,x) — (z,1)2 ’ N (x,1)2 — n{x,x)

13



Vzhledem k tomu, ze " lim f(A,B) = oo a tento bod je jediny kandidat na lok. minimum,

,B)—00
snadno si rozmyslime, Ze se jednd o glob. minimum. Lze to ovéfit i pomoci matice druhych
derivaci:

ﬁ_2< > 2r_, 0%f
9Az ~ S\t Hpe T4 HuaR

= 2(x, 1).

Je tedy

Hf - (géi:ii 2<;’;l]l>> a det Hf = 4n<x7x> _ 4<.’IZ, ]1>2

7 Chauchyho nerovnosti opét plyne, det Hf > 0 a Ze tedy Hesseho matice je pozitivné definitni
a f méa v bodé (A, B) lokilni minimum.

Metoda nejmensich étvercii, Gauss & Legendre, ca. 1800

2. Uloha: Bud z',...,2" vektory v R™ (vstupy) a budte y1,...,yn realna &sla (vystupy).
Chceme najit linedrni zavislost y ~ («, =), které nejlépe odpovida témto dattum. Minimalizujeme
tedy

N n ) 9 N 2
min (v —Zlaj(wz)j) = min ] 1(%— (a,a")) = min [ly = Xaf3, (3.3)
1= 1= 1=

kde y = (y1,...,yn) ERN, a = (ay,...,a,) € R® a X € RV*" je matice s fadky =!,... 2.
Regeni odvod'te pomoci nasledujicich krokii:

e Presvédlete se, 7e fx () = ||y — Xa||3 je konvexn{ funkce proménné a € R™.
e Derivujte fx ,(a) podle aq,. .., oy, a tyto derivace polozte rovny nule.
e Dokazte, Ze minimium se nabyva v bodé & = (X7X)~'XTy, pokud ma X7 X inverzi.

Néavod:
Z trojuhelnikové nerovnosti plyne snadno, Ze \/fx , je konvexni:

Vixy(a® + (1= Xah) = [ly = X(Aa” + (1 = N)a')||2
= |0 = X(Aa")) + (1 = Ny = X((1 = XN)ah))[l2
< [y = X (Aa?)ll2 + (1 = Ny = X((1 = A)a')ll2
= Ally - Xaon + (1 = Nly — Xa'|l2

=M/ fxyla N/ Fxy(ah).

Pro fx, pak dostaneme:

FxyAa® + (1 =Nat) <N fxy(@”) + (1= 1) fxyla') + 201 = N fxy(@®) fxy(a')
= AMxy(a ) (1- )fX,y(a1)+/\(>‘_ 1)fX,y(a0 + AN = 1)fX,y(a1)+2)‘(1 _A)fX,y(ao)fX,y(al)
= Axyla ) (1- )fX,y(al)"‘/\(/\_1>[fX,y(040)+ny< ) _QfX,y<a0)fX,y(al)}

< AMxy(@®) + (1= N fxy(ah).

14



Derivovani dava:

8ny Z( iaj(mi)j) () = 22(% - (a,;pi>) (2,

=1

_223/1 l_QZax :22 lzyz_QZ “XOé

i=1

=

Z

(X" )1 — (X7 Xa)

Je tedy
Vixyle) =2XTy —2(XTXa) =0
ekvivalentni s X7y = X7 Xa a tedy o = (X7 X)) X7y, pokud ma X7 X inverzi.

Tikhonovova regularizace, Tikhonov & Phillips, ca. 1940
Regularizace (3.3)) spo¢iva v penalizaci velkych vektort a. Pro A > 0 uvazujeme tedy

ac€R™ 4 a€R"” 4
i= i=

N n ) 2 n N . 2
min (4= > aa);) + A o = min 3 (4 — {a,27)) + Alall
=1 j=1 j=1
= min |y - Xa/3 + Xall3, (34)
a€cR”™

e Dokazte opét, Ze se jednd o minimalizaci konvexni funkce.

e Dokazte, 7e se minimum nabyva v bodé a = (XTX — MX)7' X7y, pokud ma XTX — A\
inverzi.

Konvexitu prvniho ¢lenu jsme jiz dokéizali, druhy ¢len je norma, je tedy také konvexni.

(9ng Z( Zaj ) 1—1—2)\041_22]\[:( ) V) (@) + 22y

N

_22% l—QZaﬂc l+2>\az:22 lzyz—QZ Ji(Xa); +2hqy
i=1
(XTy)l - (XTXa)l + 2\y.

Tedy je
Voxy(a) =2XTy —2(X"Xa) +2xa =0

ekvivalentni s X7y = (XTX — AM)a a tedy a = (XTX — M) X7y, pokud ma XTX — AI

inverzi.
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4 Khintchinovy nerovnosti

Khintchinovy nerovnosti jsou jednou z nejpéknéjsich partii matematické analyzy, a to z dlouhé
fady divodii. Pivodni Khintchintiv dikaz (ktery se zachoval v nezménéné podobé dodnes a i
my na ném nebudeme mnoho ménit) je jak elementarni, tak elegantni. Khintchinovy nerovnosti
pirekvapivym zpusobem demonstruji vyjimecnou tlohu p = 2 v teorii Lebesgueovych prostori. A v
neposledni fadé maji Khintchinovy noerovnosti zajimavé disledky pro geometrii Lebesgueovych
prostori, statistiku, diskrétni geometrii a funkcionalni analyzu. A v tplné neposledni Fadé se
nekomutativn{ verze Khintchonvy nerovnosti t&38i v poslednich letech velkému zajmu pro aplikace
v teorii ndhodnych matic.
Onzacme
rn(t) := sign sin(2"nt), t € [0,1],n € Np.

Rademacherovy funkce. Funkce (15,)0%, tvofi ortogonalni systém v Lo(0,1), neni to ale baze
(uvazujte napiiklad funkei f(t) =1 — 2t777).

Véta 4.1. Necht p € [1,00). Pak existuji pozitivni konstanty A, a B, takové Ze

m 1/2 1] m P 1/p m 1/2
A, (Z ]an|2> < (/0 > anra(t) dt) <B, (Z |an\2>
n=1 n=1 n=1

plati pro kazdé m € N a kaZdou posloupnost redlnijch cisel ay, ..., am.

Diikaz. Oznatme A, a B, nejlepsi mozné konstanty (jejichz hodnota je dokonce pfesné znama -
my ale dokdzeme ponékud slabsi odhady). Z ortogonality Rademacherovych funkei plyne ihned
Ay = By = 1. Konecné, diky monotonii L,-norem, plati A, < A, a B, < B, pro r < p.

Staci tedy, pokud ukazeme, ze A1 > 0 a Bgp < oo pro vSechna k € N.

Zatneme s odhadem Bsg. Uzitim binomické véty dostaneme

L m L/ m 2%
E::/O ;anrn(t) dt:/o (;anrn(t)> dt

2k)! !
s L a?l...a%m/o POt rn ()t

2k

=2k arl. . Lap!

= (Qk)' 2aq 2am ! 201 2am

B |Zk (2a9)!. .. (2am)!a1 o Om 0 () .o (t)dt
o=

- Z (2k) a?or .. q%om
s, (Zoa)t . (2am)! ! "

kde jsme navic pouzili i zajimavy fakt, ze

1
/ FEL(L) L rom (1) dE
0

je rovno nule pokud néjaké z «; je liché a rovno jedné, pokud jsou vSechna a; suda.
Necht o = (aq, ..., an) € Ni* jsou prirozend ¢isla s |a| = k, pak

Karl . ap! = (2% . (2% ) < (200)! .. (200!
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Odtud dostaneme

200m
Es 2k k! o aq! am!al m
k) [& 2 (2k)! ok
= i (S hen) = s
¢ 1/(2k)
(2k)!
B < <2kk! lallz

Tvrzeni tedy platf proE]

2k k)
Konetné musime dokazat existenci A; > 0. PouZzijeme elegantni trik s dualitou a (jiz dokaza-
nou) prvnf ¢ast véty. Necht f(¢) := Y 0" | anry(t). Z Holderovy nerovnosti prop =3/2ap’ =3
dostaneme

[ sra= [Csopeeoria s ([ o) - (/) wer)

1 2/3 1 2/3
< ([ rta) B gy = (o) B4
0 0

B < ((2k)!>1/(2k)
2k > .

1/3

Plat{ tedy
1/3

(/ 1 e)at) " g (/ 1 )

1 1 1/2
[ s> B2 ( / !f(t)|2dt> — B?|all.
0 0

Dokazali jsme tedy, ze Ay > BZQ a ditkaz je hotov. O

nebo-li

Khintchinovy nerovnosti lze napiiklad pouzit ve funkciondlni analyze ke konstrukci prekva-
pivé mnoha “témér ortogonélnich” vektort. Pro ten dcel nejprve pireformulujeme Khintchinovy
nerovnosti jako

1/p

m 1/2 m 1/2
1
(Sal) < (g X wwara) <o, ()

n=1 ee{—1,+1}m n=1

pro viechny m € N a a € R™. Konstrukce “skoro-ortogonalnich” vektort je pak popsana nasledu-
jicim lemmatem (a jeho dikazem).

Lemma 4.2. Necht m a n jsou pFirozend ¢isla. Pak existuji x1, ..., xy € 05 takové Ze ||x;||2 =1
pro vsechna i =1,2,...,m a
logo m 1/2 . .
)| <2 [FE ] i

3Ze Stirlingovy formule snadno plyne, 7e Baj, roste nejvyde jako v/2k pro k — oo.
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Diikaz. Je-li m < n, pak stadi vzit libovolné ortonormalni vektory (z1,...,x,) C R™. Pfedpo-
kladejme tedy, ze m > n a Ze tvrzeni bylo jiz dokdzano pro né&jaké m. Pak

m
> > aie)l < BIm2".
i=1 ee{~1,+1}"

Tedy alespoi pro jedno e € {—1,+1}" plati

PoloZzme T+l = n_l/Qe_ Pak ||mm+1||2 =1a
(i, Tmy1)| < Bpml/pn’l/2 pro i=1,2,...,m.

Zvolime-li p := logy m, pak obdrzime

1 1/2
(zi, Tmy1)] < 2 [Ong] pro i=1,2,...,m.
n

O

Tato geometrickd konstrukce je zna¢né€ nekonstruktivni. Vime, Zze jeden z vektori
{—=1/y/n,1/y/n} je vhodnym kandidatem, ale nevime, ktery to je. ProtoZe primér pres viechny
tyto vektory je maly, musi byt (alespoii) jeden z nich vhodny. Konstrukce tohoto typu jsou dnes
standardnimi nastroji fady obori véetné kombinatoriky, teorie grafii nebo funkcionélni analyzyE]
Pro mnoho tvrzeni tohoto typu nenf znam zadny konstruktivni dikaz. V piipadé lemmatu [4.2
tomu tak ale neni. Pro zajimavost uvedme konstruktivni diikaz podobného (vlastné o malitko
silngjsiho) tvrzeni.

Lemma 4.3. Bud 0 < A\ < 1. Pak existuje konstanta cy > 0 takovd, Ze pro vsechny m» < n <m
existuje m jednotkoviyjch vektord x1,xa,...,xm v Uy, pro které plati

C) . .
woa) < F5, it

Diikaz. Necht p je prvocislo a necht GF(p) je Galoisovo téleso, tedy mnozina {0,1,...,p — 1}
vybavné séitanim a nasobenim modulo p. Necht k& € N a necht Py zna¢i polynomy nad GF(p)
stupn€ nejvyse k. Pro kazdé m € Py, definujeme vektor

1 okud (i) = 7,
NS 572’2, Ty = p (D) =
’ 0 jinak.
Plat{ tedy
o ||[z™|]2 = /p pro viechna 7 € Py,

o |(z™,2%)| < k pro viechna m,0 € Py s m # 0,

4Alon: Probabilistic method
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e celkové takto obdrzime #P; = p*t! vektor.

.

mé tedy v8echny poZzadované vlastnosti pro

Systém

n=p’, m=p, o=k

O

Khintchinovy nerovnosti preformulovany do feci funkcionalni analyzy pak fikaji, ze L,(][0, 1])
obsahuje pro 1 < p < oo podprostor isomorfni s Eg.[ﬂ

Remark 1. Reformulace Khintchinovych nerovnost{ v fe¢i statistky vypada nésledovné. Necht

€,1 = 1,...,m jsou nezavislé nahodné proménné s P(e; = 1) = 1/2 a P(¢; = —1) = 1/2. Necht
1 < p < 0. Pak existuji konstanty A,, B, takové, Ze pro vSechna ai,...,a, € R

m
g ;€
=1

Vezmeme-li p dostatecné velké, 1ze pomoci standardniho argumentu ze statistiky odvodit tasl
bound estimates on sum of independent Rademacher variables, neboli asymptotické chovani

o (Sooe] -

m
D> aici
=1
Vyuzijeme tuto reformulaci Khintchinovych nerovnosti k jejich alternativnimu dikazu.

p\ 1/p
) < Byllallz. (4.1)

Apllallz < (E

pro t — oo.

Ditkaz. (horntho odhadu ve véts [4.1)).
Diky normalizaci muzeme piedpokladat, ze |lal|2 = 1. Pak

E exp (i Clﬁi) = Eﬁ exp(a;g;) = ﬁEeXp(aisi) = ﬁ cosh(a;).
i=1

=1 i=1 i=1

Z Taylorova rozvoje plzne snadno cosh(a;) < exp(a? /2). Tedy,

E exp (Z %‘&‘) < Hexp(a?/Q) =2,
i=1 i=1

a pomoci Markovovy nerovnosti

P (i a;g; > A) =P (exp (i ai€i> > exp(A)) =P (exp (i a;g; — /\> > 1>
i=1 i=1 i=1

< Eexp (Z a;g; — >\> < el/2A,

=1

SM. Fabian, P. Habala, P. Hajek, V. Montesinos, V, Zizler: Banach Space Theory: The Basis for Linear and
Nonlinear Analysis, Springer 2011, strana 210.
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m

g Qi
i=1
zentace L,-normy. O

Diky symetrii ¢; dostaneme P (

> )\> < ¢, Zbytek pak plyne z distributivni repre-

Khintchinovy nerovnosti (4.1)) plati i pro mnoho jinych ndhodnych proménnych. Necht jsou
napftiklad wi, ..., wp, nezavislé normalni proménné. Pak (z 2-stability normalniho rozdéleni, viz

kapitolu o JL-vnofeni),
m
Zaiwi ~ a2 - w,
i=1

kde w ~ N(0,1), a tedy
p\1/p
)" = lale - (Bl

m
(E‘Z a;W;
i=1

Mame tedy s rovnosti pro A, = B, = (E|w|?)'/P, tedy p-té momenty standardni normalnf
proménné. Pii trose dal3i prace je mozné dokdzat podobné tvrzeni i pro vSechnya subgaussovské
proménnéﬁ

Khintchinovy nerovnosti maji zajimavou aplikaci v teorii operatorti. Necht 1 < p < 0o a necht
T : Ly(R™) — L,(R™) je omezeny linearni operator. Pak

‘ (S ) (S 1)
j=0 Jj=0

kde konstanta ¢, zavisi jen na p a ||T'||.
Dikaz provedeme pomoci Rademacherovych funkei r1,...,ry a nasledujiciho vypoctu

(ij;ITij)l/ [ (ij Y lase [ ([ |ZTf] o)
[ [ IZTf] oy pdxdt—c//nw me )) (@)t

|l TP / / ri(6)Pdadt < ¢ / n(;‘fm,g)p/

G (]Z:%rfm)”

Uvazujeme-li N — oo (a vyjasnime otézky konvergence), pak stejny vysledek plati i pro
nekonecéné soucty.

, (4.2)

Scp

p

p

IN

p

8Vershynin. . .

20



5 Diskrepance

The proof is a two-page gem due to Roth.
Jiti Matougek, Geometric Dicrepancy

Rothiiv dikaz dolniho odhadu diskrepance

Cilem této kapitolky neni nic jiného nez piedvést Rothiiv ditkaz dolniho odhadu diskrepance
libovolné mnoziny bodii. Ve své klasické podobé studuje teorie diskrepance, jak co nejrovnomeérné;ji
rozprosttit mnozinu bodii v jednotkové krychli [0,1]¢. Je-li P mnozina n bodi v [0,1]? a je-li
R C [0,1]¢ krychle se sténami rovnobé&znymi se soufadnicovymi osami, tedy

R = [al,bl) X oo X [ad,bd) C [0, 1]d, (5.1)

pak by (pokud jsou tedy body P dobfe rovnomérné rozdélené) mél objem krychle R pfFiblizné
odpovidat poméru bodu z P, které lezi v R a poc¢tu bodi P, tedy

vol(R) _ #(PNR)
vol([0,1]9) © #(P)

Jesté jinak, nvol(R) je ocekavany pocet bodi, které padnou do R, pokud zkonstruujeme nezavisle
n nadhodnych a rovnomérné rozdélenych bodit v [0, 1]%. Definujme tedy

neboli nvol(R) ~ #(P N R).

D(P,R) :==n-vol(R) —#(PNR)
jako odchylku P od rovnomérného rozdéleni na R. Diskrepance mnoziny P

D(P,R4) = sup |D(P,R)|
ReRy

je pak nejvétsi odchylka P od rovnomérného rozdéleni brané pies mnoZinu v8ech krychli (5.1)).
Kone¢ng, hledani nejlépe rozlozené mnoziny P lze pak vyjadfit jako minimalizaci D(P,Ry)
pies viechny n-prvkové podmnoziny [0,1]%, tedy jako

D(n,Rd): inf D(P,Rd).
Pclo,1]?
#P=n

Zakladni otazka teorie diskrepance zni, jestli je D(n, Ry4) omezend posloupnost. Odpovéd na tuto
otazku je zaporné, jak ukazuje

Véta 5.1 (Rothiv dolni odhad diskrepance). Pro kazZdé piirozené ¢islo d existuje konstanta
cq > 0 takovd, Ze pro vsechna ptirozend cisla n plati

D(n,Rq) > cqloglD/2p, (5.2)

Diikaz. Diikaz provedeme pouze pro d = 2. Necht P C [0,1]? s #(P) = n. Na&im cilem je najit
obdélnik R € Ro, pro ktery bude platit

D(P,R) > cay/logn. (5.3)
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Vzhledem k tomu, Ze mnozina P muze byt zcela libovoln4, explicitn{ konstrukce obdélniku R by
byla pfili§ technické a slozitd. Misto toho ukazeme, ze primérna hodnota D(P, R) pfes vSechny
R € Ry s jednim vrcholem v pocatku je alespoil ca+/logn. Existence obdélntka R s pak
plyne implicitné.

Pro z € [0,1]? definujme tedy C, = [0,21) x [0, z2). DokéZeme, Ze

Dy(P,Cy) = \/ D(P,C,)?dz > co+/logn. (5.4)
[0,1]2

Klicovym bodem Rothova diikazu je konstrukce pomocné funkce F;[0,1]?> — R (v zavislosti na
P), pro kterou plati

/ F%(x)dz < clogn, (5.5)
[0,1]?

F(x)D(P,Cy)dx > c'logn (5.6)
[0,1]2

s konstantami ¢, ¢ > 0 nezavislymi na P a n. Vybaveni (5.5)) a (5.6) pak dokézeme (5.4) pomoci
prosté Cauchy-Schartzovy norevnosti

dlogn < / F(z)D(P,Cy)dx < \/ F2(:L')dx\// D(P,Cy)?dz < +/clogn-Dy(P,Cs).
[0,1]? [0,1]2 [0,1]2

Zbytek dikazu se tedy budeme vénovat konstrukci funce F' s (5.5) a (5.6). Zvolme pfirozené
¢islo m s 2n < 2™ < 4n a definujme pro kazdé j = 0,1,...,m funkci f; : [0,1]> — {-1,0,1}
nésledujicim zptusobem. Interval I = [0, 1] rozdélime na dyadické intervaly

I=[0,1=[0,277)u27,2-279)uU2-277.3-27)U---U[(2 —1)-277 1] =[;; U--- U Ly,.
Rozdélime [0,1]? na 2™ obdélnicki s plochou 27

27 gm—i

P=0,12=]J | Lis x Injs

s=1 t=1

Pokud obdélnicek I, x I,—j; obsahuje alesponi jeden bod z mnoziny P, definujeme f; = 0 na
celéem I; ¢ X Ip,—j;. Pokud ale v tomto obdélnicku zddny bod P nelezi, rozdélime jej na c¢tvriny
a definujeme f; = +1 v jeho levém dolnim a v pravém hornim kvadrantu a f; = —1 v levém
hornim a v pravém dolnim kvadrantu. Konetné definujeme F' = fo + f1 + -+ + fim-

Dukaz ((5.5)):

Nejprve ukazeme, Zze [ fif; = 0 pro ¢ < j. Skutetng, necht f; nenf identicky rovna nule na
I s x1Ip—it a fjna I, X I,_j, anecht tyto dva obdélnicky maji neprazdny prunik. Pak I, C I; s
a Im—i,t - Im—j,v a

(Ii,s X Im—i,t) N (Ij,u X Im—j,v) =djqu X Im—i,t = Q

Funkce f; na @ nezévisi na 1 a f; nezdvisi na x2. Jejich soucin je pak na poloviné mnoZiny
@ roven 1 a na druhé poloving —1. Celkem je tedy fQ fif; = 0. Protoze toto plati pro kazdy z
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2m+i—i potencialni obdélnikt @, dostaneme i f[o 12 fifj = 0. Odtud jiz snadno plyne

2 2 -
/[071]2 F*(x)dx = Z / x)dr = Z filx)*de < zz:o = m+1 < log(4n)+1 = logn+3.

207012 [0,1]2
Dikaz (5.6)):
Dokazeme, Ze f[o 12 [i(x)D(P,Cy)dx je zdola omezen ¢’ > 0 pro vSechna j = 0,1,...,m;

(5.6) pak plyne prosté soultem pies v8echna j. Necht tedy j € {0,1,...,m} je pevné. Budeme
uvazovat pouze ty obdélniky I; ¢ X I, ;, na kterych neni f; identicky rovna nule, tedy ty, které
neobsahuji Zadny bod z P. Vzhledem k tomu, Ze pocet vSech obdélnickt z definice f; je 2™ > 2n
a mnozina P mé jen n bodd, je f; nenulova alespoil na poloviné obdélnickt typu I s X Iy—j .
Stac¢i tedy dokazat, Ze na kazdém z nich je

/1 £5(@)D(P, Cy)dx > &/n.

g5 XIm—j,¢

Zvolme tedy Q := Ij s X I,_j; pevné. Oznaéme Q = 277[s — 1,5 — 1/2) x 2™ [t — 1,¢t — 1/2)
levnou dolni étvrtinu Q, a = (27771,0) a b = (0,27~ 1),

/ £i(x)D(P,Cy)dx = / D(P,Cy)dx — D(P,C,)dx — D(P,C,)dx +/ D(P,C,)dax
a+Q b+Q a+b+0Q

_ / D(P,C) — D(P,Caya) — D(P,Cyrs) + D(P, Corasp)dz
Q
= n/ vol(Cy) — vol(Criq) — vOl(Cpip) + vol(Crpats) dx
Q

- /Q 4(Co N1 P) — #(Cusa N P) — #(Coys N P) + #(Copass N P) de.

Funkce v prvnim integralu je rovna
x1w9 — (21 + 279 Doy — wy (29 + 27" 4 (2 + 2797 (g 27Ty = 972

pro v8echna x € Q Podobné se ukaze, ze piispévek kazdého bodu P, ktery nelezi v @ je nulovy.
V @ samotném ale 7adné body nelezi, takze druhy integral je nulovy. Celkem tedy mame

(z)D(P - 9 M2y — po2m—4 > L >
/ij(a:) (P, Cy)dx n/@ de =n =16 e =

3\(31

O

Nerovnost Koksmy a Hlawky
Necht nejprve d = 1 a necht f : [0,1] — R je hladkalz] funkce Obor numerické integrace
se zabyva tim, jak co nejlépe aproximovat integral této funkce fo t)dt pomoc1 koneéné mnoha

funkénich hodnot. Logicky se nabizi aproximovat tento integril pomoci sumy Z f(z;), kde body
j=1

"Jak moc hladka upfesnime pozd&ji.
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Z1,...,Tn C [0,1] jsou co nejrovnomérnéji rozlozeny v intervalu [0, 1] - tedy maji malou diskre-
panci.
Nahradime-li tedy f(x) pomoci f f f'(t)dt, dostaneme

/Olf(x)d:c—;]z::lf(:rj):/ /f dt dw—— /f dt
f t)dt — / / f(t)dtdx
1 Tj
:/0 nZX(xj,l](t)f,(t)dt_/Ol /Ot £ (t)dzdt

/ UZZXle] _tdt /f ZX[Ot (x5) —t]d.
7=1

Vezmeme-li nyni absolutni hodnotu, dostaneme

)/Olf(x)dx—ijzn;f(mg / |f'(t)|dt - sup *ZX[Ot o) —t‘

te€(0,1]

= [t s \#(P A1[0,1)) — mvol(0,1))|
0  teo,1]

Zde jsme opét polozili P = {z1,...,z,}. Oznacime-li ted A; ty intervaly z R, které maji jeden

vrchol v po¢éatku, je posledni vyraz napravo roven D(P, Ay )E] a dostaneme

‘/01 f(x)de — izn:f(xj)) < /01 )l - D(f:lAl)' (57)
j=1

Chyba numerické integrace je tedy omezena sou¢inem dvou vyrazi, z nichz jeden méif regularitu
funkce f a druhy zase kvalitu rozlozeni bodt z P. Nerovnost je nejjednodussim pitkladem
nerovnosti Koksmy a Hlawky.

Ve zbytku této kapitoly nazna¢ime, jak vypadéd d-dimenzionalni analogie (5.7). Ozna¢me Aq
ty obdélniky z Ry, které maji jeden vrchol v pocatku. Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze
f:10,1] = R a f(z) = 0 je identicky rovna nule, pokud je alespoii jedna ze soufadnic vektoru
x rovna jedné. V tom pripadé obdrZzime

1
_f(y):f(y17y27"'>yn1?1)_f(y1>"'7yn):/ 8f(y17a’yn Lt )dtn

Tn

_ /1 af(ylv cee 7yn—17tn) i af(?/l, vy Yn—2, ]-atn)dt
. Oy, oy, "
1 1 2
:_/ / 8f(y1a7yn 2, tn— latn)dtn 1dt
Yn Y Yn—1 axn 183%
e e,

(y,1] 8:618902 e &rn

8tzv. star discrepancy
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kde (y,1] := (y1,1] X - -+ X (yn, 1]. Dosazenim této identity pak dostaneme podobné jako v jedno-
rozmérném pripadé

1 0 / o f (1)
de =3 )= —1)" T did _9I0)
/[o,qd UGS P IC) /[0’1]; ) /H T g dtde - e
anf(t) / 1 8nf(t)
Y /[O’l]d 0x10z3 ... Oy [0,t) ) =) (0,24 T ]z; M ]’1]( )amaxQ ...0z,
= (—1)" oM RS
=0 /[;]71111 0x10xy . ..0xy, [tl tn n ]z:; X(z;5,1] (t)} dt

o"f(t) 1N
p— —1 n D —————————_——r T T T _ .
( ) \/[\071]d 8x18x2 . al‘n [tl tn n ng Xo.) (.%'])] di

(e [ o1 (1)
[

n 0,4 011012 ... Oy

[nvol([o,w) —#(Pn [o,t))}dt.
Odtud jiz pak snadno plyne

‘/01 dx_zij‘_n./[o,ud

tedy opét odhad chyby numerické integrace pomoci soucinu dvou vyrazl, z nichz jeden méfi
regularitu funkce a druhy rovnomérnost rozlozeni boda z P.

" f(t)

-D(P.
.. 0xp, dt- D(P, Ad),
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6 Objem jednotkové koule - klasicky a moderné

Lebesgueova mira A, v R™ je normovana tak, aby A,([0,1]") = 1. Objemy jinych konvexnich
téles hraji zasadni roli v fadé obori matematiky.ﬂ Pro vétsinu téles v R™ je vcelku obtizné jejich
objem pfesné spocitat a musime se proto spokojit s vice & méné pfesnymi odhady. Vyjimkou z
tohoto pravidla je objem jednotkové koule, resp. jednotkové koule prostoru £, kde

- 1/p
laltgll = Nzl = (3 lasl) ™, 0<p< oo
j=1

Pro p = oo definujeme samoziejmé ||z||oc = max; |z;|. UkdZeme nékolik zpusobu, jak spocitat
objem “koule”
Bl = {z € R": |lz]l, < 1}

v zavislosti na p a n.
Vysledek je vyjadien pomoci gamma (a beta) funkce a vSechny zptisoby tedy diive ¢i pozdéji
tyto funkce potfebuji. TakZe pro pFipomenuti:

o
I'(t) :/ 7 re ™ dxz, t>0
0

1
B(z,v) :/ t* 1 — )y tdt
0
Cviceni:

1. Dokazte I'(t + 1) = tI'(¢),t > —1.

2. Dokazte I'(n) = (n — 1)!, kde n € N.
3. Dokazte I'(1/2) = /7.
4. Dokazte B(z,y) = I'(z)I'(y)/T(z + y).

Nejstarsi z pristupt, které projdeme, pochézi od Dirichleta.
1. Postup

By = [ tae =2 [ 1z,
zeR™: ||z, <1 2>0:|z||p<1

kde x > 0 znamena, ze x = (z1,...,2,) a ; > 0 pro viechna j = 1,...,n. Provedeme substituci
t; = x? a dostaneme

L /1
n n p
)\n(Bp) =9 / =0 pin | | tj dt
titttn <l © j=1

on 1 1/p—1 n]_[l 1/p—1
— p— p—
= o /0 t,) / to 150 tj dty...dt,—1dt,.
t1+ttn 1 <1ty Jj=1

9Pisier: Volumes of convex bodies
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Dale substituujeme s; =t;/(1 —t,) pro j =1,...,n — 1 a dostaneme

on 1 n—1
_ 1/p—1
s = [ [ T s,
0 s1+-+sp—1<1 j=1
n 1

n—1
-2 / (/P11 — )V gy, / o 157 as
0 i

p s1+-+s,-1<1 j=1
on pn—l v
= ﬁB(l/pv (n - 1)/]7 + 1) ’ F)‘”—l(Bn—l)
_20(/pl((n—-1)/p+1) p
“p Ty B

Z této rekursivni formule a z )\1(le)) = 2, dostaneme

o I(1/p+1)? 2L(1/p+1)"

\o(B2%) =2 a obecné A\, (B]') =2 .
2(B) r(2/p+1) n(By) T(n/p+1)
Pro p=1,2 a p = oo dostaneme specialné
on 7.‘.n/2
M(BY) = =5 n(BE) = = An(BL) = 2"

(n/2+41)’

2. Postup, p =2
Ponékud modernéjsi postup je inspirovan Gaussovskymi ndhodnymi proménnymi. Integrujme

funkei f(z) = e~®1—~%n v polarnich sou¥adnicich. Tim obdrzime
(/ e*tht)n = f(z)dz = / A(Snfl)rnfle*ﬂdr,
—00 R™ 0

kde A(S"7!) je povrch jednotkové koule v R™. Pouzijeme-li

o0 2 oo
(/ e_tzdt> = / e_xz_yzd(m,y) = / (27TT)6_T2d7“ =
R2 0

—00

a (substituce t = r?)

o o dt 1 [ 1
/ Pl dy = / tn=D/2e—t —_ — / 2 et dt = ZT'(n/2).
0 0 2\/7? 2 Jo 2

27Tn/2 ﬂ.n/2
= T(/2) T2+ 1)

2. Postup, obecné p:

Na prvni pohled se zd4 byt nemoZné zobecnit pfedchozi postup na p # 2. Vyuzili jsme totiz
polarnich soufadnic a Gaussovskych integrali s e~t*. Presto je toto zobecnéni mozné, a nedé ani
tolik prace.m

109G, Schechtman & J. Zinn: On the volume of the intersection of two Ly balls, Proc. Amer. Math. Soc. 110
(1990), 217-224
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Zatneme malym pozorovanim: Nahodny bod na sféfe S"~! lze vygenerovat napiiklad tak, Ze
vezmeme n nezavislych Gaussovskych proménnych wy,...,w, a vynormujeme je, tedy

(Wi e ywp) 1
p(l oY) o A o ph), AcCstl
T )=o)

kde o je normalizovani povrchova mira na S"~! a A je libovolna méfitelnd podmnozina S”_lm
Pro 0 < p < oo definujeme wy, ..., w, jako nezavislé ndhodné proménné s hustotou rozdéleni

_tP

e, t>0.

Konstanta ¢, je samoziejmé volena tak, aby $lo o pravdépodobnostni miru, tedy aby

e o
Cp e " dt=1.
0

Jednoducha substituce r = ¥ dava, ze ¢, = p/I'(1/p) = 1/T'(1/p + 1). Dale definujeme

Ap = At ta) 1 2 0, el = 1)

a cone measure@

An([0,1] - Ag)’
kde symbolem [0, 1] - A myslime samoziejmé mnozinu {a -t : a € [0,1], t € A}.

Dokéazeme postupné nékolik zajimavych vlastnosti zobecnénych Gaussovskych proménnych a
cone measure.

u(A) = AC Ay,

e Nahodné veli¢iny
(Wiy..vywn)

a |l
]l ’

jsou nezavislé a

P(M € A> =pu(A), AcCAy.

lwllp
Diikaz. Necht A C A”. Pak

P — A
IP’( 6A'|w||p >.:h (we(a—e,a+e)-A)
[wllp WP(a—c < wlp <ate)

— lim e~ lE g / / o~ lE gy
e=0 (a—e,a+e): (a—e,a+e)- A"

(a+e)P—(a—e)P )‘n((a’ —&,0+ 5) A)

< limsupe

£=0 An((a—e,a+¢)-AR)
i A ((a+¢)-[0,1]- A) — M((a—¢)-10,1] - A)
Ho)\((a+s) 0,1] - A7) — Ap((a —€) - [0,1] - AR)
~ lim ([ ] A)((a+s) (a—g)") _

NPRormalni dikaz tohoto tvrzeni plyne nejjednoduseji z Haarovy véty - ob& miry jsou rota¢n& invariantni prav-
dépodobnostni miry na S" .
12 kuZelovou miru?!

28



Stejné se dokéze odhad zezdola. Pravdépodobnost, ze w/||wl|, padne ¢ nepadne do A, tedy
opravdu nezavisi na hodnoté |wl|,, a je rovna p(A). O

e Pro A C R} méfitelnou plati

—)\n(A) =n OoTnfl r)dr
(0,1 A7) = [

Diikaz. Dikaz provedeme pro A = [a,b] - B, kde B C A} a a < b (zbytek plyne ze stan-
dardnich aproximag¢nich argumentt)

oo o0 b - B b
n/ (A frYdr = n/ T"_llL([a’i)dr = ”/ " u(B)dr
0 0 .
)\ .

_ n ny __ n([()?l] B)(bn_an)

= p(B)(b" —a") = An([0,1] - AF)

:)\n([ovb] B)_/\n([oﬂa] B) /\n([%m B)
An([0,1] - AR) An([0,1] - AF)

e Pro kazdou integrovatelnou f : Rf‘r — R plati polarizacni identita

Jn S

—_ prt rT
o } / [ Sriutar

Diikaz. Pro f = xa, A C R7} se polariza¢ni identita redukuje na rovnost v predchozim
bodé. Zbytek jsou opét standardni aproximacéni argumenty. O

e Pouzijeme-li polariza¢ni identitu na funkci f(x) = e

(f°° )
W:n/o r" e ™ dp.

Po substituci s = tP a pouziti definice funkce gamma jiz dostaneme hledanou formuli pro
objem koule.

D
~n dostaneme

3. Postup, obecné p
Piedchozi postup lze zjednoduéit.ﬁ Necht f je hladk4 nezaporna funkce na [0, co) rychle klesajici
k nule u nekone¢na. Pak plati

/fM / lepf e == / /||z|p<t1dxf (O

__ / vol(tB2) ' (t)dt = —vol(BY) / () dt (6.1)
0 0
— vol(BY) - / "= (1)t
0

13Tento piistup je moZné najit napi. v Pisierové knize o knovexnich télesech na str. 11...
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Dosadime-li f(t) = e, obdrzime

/ e ll3 g0 — VOl(Bg) . / nt" e dt = VOI(B;}) . % .
n 0
nvol(B™M)I'(n

Cely vypocet je pak dokoncen Fubiniovou vétou

v o " 1
vol(By)T'(1 +n/p) =/ e I7lr dy = (2/ etpdt> = 2”<
" 0

o (m/p)) = 2T (1 + 1/p)"

p
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Most constructions in geometric functional analysis are random.

Roman Vershynin

7 Koncentrace miry a Johnson-Lindenstraussovo vnoieni

Norméln{ ndhodnd proménné je definovéna svym rozdélenim

Pro ty, ktef{ nemaji radi statistiku, ale presto nechtéji ignorovat poslednich ¢tyficet let vyvoje
funkcionélni anal}’fzyFE], bude mozné schidnéjsi predstava pravdépodobnostniho prostoru Q =
(R, i), kde pu(A) = [, f. Normalni ndhodna proménné je pak prosté funkce w(z) = x na tomto

Q. Jeji stfedni hodnota je
Ew= / xdu(x) = / zf(x)dx =
R R

a jeji variance

oo
2 _ e e —x2/2 3. _ 1 —x2 /2700 1 / —x2/2 3. _
o° = dp( e dr = —|—x-e€ e — —— —e der = 1.
/oo wz \/27‘(’ / \/27r[ oo V2T J oo
Konecéné n nezévislych nahodnych promennych w= (w1, . wn) Sl miZeme predsta\nt jako funkci
f(2) = o ma Q = (R, ), kde p(A) = [, f(z1) ... f(wn)da Gy Jae 7 2de.

Normalni ndhodné proménné maji fadu peknych (napr geometrlckych) vlastnosti. V néasle-
dujicim budeme potiebovat tyto dvé:

Lemma 7.1. (i) Necht w je normdlni proménnd. Pak E (e’ = 1/V/1=2X\ pro —oo < A <
1/2.

(ii) (2-stabilita normdiniho rozdéleni) Necht m € N, necht A\ = (A1,...,A\m) € R™ a necht
Wi, ..., Wm jsou nezdvislé normdlni promenné. Pak \wi + -+ + Apwm ~ (3000 )\%)1/2 :
N(0,1), neboli md stejné rozdélend jako ndsobek normdini promenné.

Diikaz. Ditkaz (i) plyne ze substituce s := /1 — 2\ - ¢ néasledujicim zptisobem.

E(e)‘ ’ - ML e 2t = eP=1/2)8 gy

= \/ﬂ/

_ / s ds B 1
NG - VI—2)x  J1I-2)\

Vlastnost (ii) je sice dobfe znama, pro iplnost ale uvedeme jednoduchy geometricky ditkaz. Staci
dokazat pripad m = 2, zbytek plyne snadno indukeci.

1. .jako jsem tieba ja ...
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Necht tedy A = (A1, X2) € R2 X\ # 0 je pevné a nechf wy a wo jsou dvé nezavislé normalni
nadhodné proménné. PoloZme S := A\jw;1 + Aaws. Necht ¢ > 0 je libovolné nezidporné realné &islo.
Pak plati

P(S <t) 1 / e~ )20y 4y = S e~ H)/2 gy
(u,0): A utAov<t 2

- 2w T Ju<eweR
—u?/24y,

7.
= — e
2m u<e

Pfitom jsme pouzili rotaéni invariance funkce (u,v) — e~ v*)/2 Hodnota c je dana vzdalenosti
primky {(u,v) : Mju + Agv = t} od pocatku. Pomoci elementarni geometrie a Pythagorovy véty
(cf. AOAP ~ ABAO v obr. [1) dostaneme

04| ¢
c=|0P| = |0B| - - .
[AB| /AT + )\
v
AN B
t/AQ
P
Mu+ Av =t
A
0o Y

Obrazek 1: Vypocet ¢ = |OP| pomoci elementérni geometrie pro A, Ay > 0

Dostaneme tedy

1 )
P(S<t)= — e“/Qdu:IP(\//\2+)\2~w<t>.
(§<7) \/%/\/m.uq Lo e

Stejny odhad plati pro negativni ¢t pomoci symetrie a dikaz je hotov. O
Pokud jsou wi, . ..,wy, normalni ndhodné proménné (ne nutné nezavislé), pak E(w? + --- +
w2,) = m. Pokud jsou ale wy, . . . ,wy, dokonce i nezavislé, pak se hodnota w?+- - - +w?2, koncentruje

velice silné okolo m. Tento efekt je znam jako koncentrace miry'|

Lemma 7.2. Nechf m € N a necht wy, ..., wn jsou nezdvislé normdlni proménné. Necht 0 < € <
1. Pak , ,
P(w% 4. _i_wgl 2 (1 +€)m) S 6_7[8 /2_5 /3]

15 concentration of measure, cf.
Ledoux, M.: The concentration of measure phenomenon. American Mathematical Society, Providence, (2001)
Ledoux, M., Talagrand, M.: Probability in Banach spaces. Isoperimetry and processes. Springer, Berlin, (1991)
Milman, V.D., Schechtman, G.: Asymptotic theory of finite-dimensional normed spaces. Springer, Berlin (1986)
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Pw? + - +wi <(1-e)m) < e~ 72

Diikaz. DokaZeme pouze prvni nerovnost. Dikaz druhé probiha velice podobné. Polozme 5 :=
14+ ¢ >1 a pocitejme

PR 4w, > ) = P(6F 4o+, — B > 0)
= P(A(w} + -~ + w2, — fm) > 0)
= P(exp(A(w] + - - - + w2, — fm)) > 1)
< Eexp(A\(wi + -+ +w?, — Bm)),

kde A > 0 je kladné realné &islo, které uréime pozd€ji. V poslednim kroku jsme pouzili Markovovu
nerovnost. Dale pouzijeme elementérn{ vlastnosti exponencialni funkce a

N N
E [H XJ} - [TEx;).
j=1 j=1
pro nezavislé proménné Xi,..., X,,. To vede k
Eexp(Awi + - + w2, — Bm)) = e MM E Ml M = g Mm (E 6’\“’%)7”
a s pomoci Lemma (7.1 dostaneme kone¢né (pro 0 < A < 1/2)
EexpA\w? 4 - + w2, — fm)) = e M. (1 —2X)7™/2,

Nyni hledame optimalni hodnotu 0 < A < 1/2; kterd bude minimalizovat posledni vyraz. Proto
derivujeme e~ . (1 — 2)\)_m/ 2 a polozime rovno nule. Piimocary vypocet vede k

_1-1/B
= 5
které zjevné spliuje také podminku 0 < A < 1/2. Pouzitim této hodnoty A dostaneme

A

Pw?+ - +w? > fm) <e 3P (1 (1-1/8) ™2 = Tm. gm/?

— Zin(l4e)

Vysledek pak plyne z nerovnosti

12 3
Inl+t)<t——+—-, —-1<t<l
2 3
O
Do konce této sekce oznacime
1 w1 .- Win
A= — : - : , 7.1
v B (1)
Wml -+ Wmn
kde w;j,7=1,...,m,j =1,...,n, jsou nezdvislé normdlni proménné.

Pouzitim 2-stability normélniho rozdéleni, Lemma dokéZeme, e A definované pomoci
(7.1) je s vysokou pravdépodobnosti skoro isometrie pro jedno pevné z € R™.
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Véta 7.3. Necht z € R" s ||z|l2 =1 a necht A je definovdno pomoci (7.1)). Pak

P(‘HAng - 1‘ > t) < 2e B1P7/2-1/3] < 9p—Cmt? (7.2)
pro 0 < t <1 s absolutni konstantou C > 0.
Diikaz. Necht x = (21,72,...,2,)7. Pomoci 2-stability normalniho rozdéleni a Lemma do-
staneme

P(|ll 4l - 1| = ¢)
= P(}(wl,lah + - +w1nxn)2 + -+ (Wi + - F wmna:n)2 — m‘ > mt)
:P<}w%+--’+wi—m} zmt)

:P(w%+---+w?nzm(1+t))+P(w%+---+w%§m(1—t)>

< 2¢~ 7 [/2-1/3],

To dava prvni nerovnost v ({7.2]). Druhd pak plyne prostym p¥epoc¢tenim (pro C' = 1/12). O
Remark 2. (i) V&imnéme si, ze (7.2) 1ze snadno homogenizvat na

—Cmi2
P(|I42]3 - ll2l3] = tall3) < 2e-", (7.3)

které plati pro v8echna x € R™.

(ii) Ponékud odlisny dukaz je zalozen na rota¢ni invariance rozdéleni matic definovanych
pomoci (7.1)). Statf tedy dokazat pro jeden pevny prvek z € R™ s ||z||2 = 1. Vezméme-li
r =e = (1,0,...,0)T jako prvni kanonicky vektor, miizeme pouzit Lemma bez nutnosti
aplikovat 2-stabilitu normélniho rozdéleni.

Koncentra¢ni nerovnosti podobné hraji zasadni roli v mnoha oblastech matematiky.
My ukazeme jejich souvislost s klasickym vysledkem funkcionalni analyzy zvanym Johnson-
Lindenstraussovo lemmam Toto lemma ¥iké, Ze mnoZinu bodd ve vysocedimenzionalnim pro-
storu je mozné vnofit do prostoru mnohem mensi dimenze, a to takovym zptisobem, zZe vzajemné
vzdalenosti mezi body jsou témér zachovany.

Lemma 7.4. Necht 0 < e <1 a nech m, N a n jsou pfirozend ¢isla s
m > 4(e%/2 —€%/3) ' In N.
Pak pro kazdou mmnoZinu {x!,. .. ,:UN} C R™ ezistuje zobrazeni f : R — R™, takové Ze
(L —e)lla’ =27 |3 < I f(@") = f@)F < A +e)a’ —a|3,  ije{l,...,N}. (7.4)
Diikaz. Polozme f(x) = Az, kde opét

w11 .- Win
Ar = — : : T,

Jm

Wml .- Wmn

16cf. Johnson, W.B., Lindenstrauss, J.: Extensions of Lipschitz mappings into a Hilbert space. In: Conf. in
Modern Analysis and Probability, pp. 189-206, (1984)
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a wi,t=1,...,m,j = 1,...,n jsou nezéavislé normalni proménné. UkdZeme, Ze s touto volbou
spliiuje f podminku s kladnou pravdépodobnosti. Tim bude existence takového zobrazeni
dokazéna. o

Necht 4,5 € {1,..., N} jsou libovolné s z* # x/. Pak polozime z = ﬁ a vypodlteme
pravdépodobnost, 7e prava strana neplati. Véta pak implikuje

P(|Ilf @) ~ F@)IE ~ o'~ 73] > ella’ — 27 13) = B([I42]* - 1] > )

< o~ 2l/2-53/3)

Tentyz odhad plati i pro vechny (];/) pary {i,j} C {1,...,N}si # j. Pravdépodobnost, Ze jedna
z nerovnosti v (7.4)) neplati, je tedy nejvyse

2. <]§> e B2« N2 e B2 3] exp(? InN — %[82/2 - 53/3]) <=1

pro m > 4(¢2/2 — 3/3)~!In N. Pravdépodobnost, ze (7.4) plati pro viechna 4,5 € {1,..., N} je
tedy pozitivni a dikaz je hotov. O
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8 Geometrické nerovnosti

[

Dokazeme Prekopa-Leindlerovu nerovnost a Brunn-Minkowského nerovnost, které poté pou-
zijeme pii dikazu isoperimetrické nerovnosti a Brunnova principu.

Véta 8.1. (i) (Brunn-Minkowski) Pro libovolné mévitelné A, B C R™ plati

(1) (aditivni forma) vol(A + B)Y/™ > vol(A)/™ + vol(B)'/",

(2) (multiplikationi forma) vol(AA + (1 — X\)B) > vol(A)* vol(B)' .

(ii) (Prekopa-Leindler) Necht f,g,h : R™ — [0,00) jsou méFitelné funkce a necht A € (0,1).
Predpoklddeyme, Ze pro vSechna x,y € R"

h(Az + (1= A)y) > f(z) g(y) .

L= (L) (L)

Diikaz. 1. krok: (1) a (2) v Brunn-Minkowského nerovnosti jsou ekvivalentni.
Necht plati (1) - do které dosadime AA misto A a (1 — \)B misto B. Pouzitim nerovnosti mezi
aritmetickym a geometrickym priamérem (nebo konkavnosti logaritmu) dostaneme

Pak

log<vol()\A +(1- A)B)l/") > log<vol()\A)1/" +vol((1 — A)B)l/”)
= log (A vol(A)Y™ 4 (1 — \) vol(B)l/”>
> Alog(vol(A)l/") +(1—\)log (Vo1(B)1/")
— log (vol(4)Y/ " vol(B) 1=/}

a tedy (2).
Pokud plati (2), dosadime
1/n
o L, B _ L7 \_ vol(A)
vol(A)L/n vol(B)/n vol(A)L/™ 4 vol(B)/n

a obdrZime

ol A+B
v
vol(A)Y/™ + vol(B)Y/n

> = vol(AA" + (1 — \)B’) > vol(4')* vol(B')' ™ = 1.

2. krok: Jednodimenziondlni Brunn- Minkowsksi.
Diky regularité Lebesguevy miry staci uvazovat A a B kompaktni. Diky jeji transla¢ni invarianci
navic muZzeme predpoklédat

supA =0 =inf B.

Pak AC A+ Ba B C A+ B. Celkem tedy |A|+|B|=|AUB| < |A+ B|.

1"Ptevzato z R. Vershynin, Lectures in Geometric Functional Analysis
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8. krok: Jednodimenziondlni Prekopa-Leindler.
Necht a > 0. Jestlize pro z,y € R plati f(z) > a a g(y) > a, pak i

h(Az + (1= Ny) > () g(m)" ™ > q,
atedy Az + (1 — Ny € {z: h(z) > a}. Celkem tedy mame

Mf = a}+ (1= N{g=a} € {h>a}.
7 jednodimenzionalni Brunn-Minkowského nerovnosti pak plyne

A{F > a}] + (1= Vg > a}l = M/ > a} +](L - Mg > a}
<IMS = a}+ (- N{g > a}] < [{h > a}l.

[i=[ 1= apda
S s o

kde prvni nerovnost je opét nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primeérem.
4. krok: Indukce pres dimenzi v Prekopa-Leindler.
Predpokladejme, Ze tvrzeni plati na R" 1. Pro ¢t € R uvazujme funkce

Kone¢né vyuzijeme

a obdrZime

ftagtu ht : Rnil — R
definované fi(z) = f(t,z) a obdobné pro g, h. Necht t = At; + (1 — \)ta. Pak

he(Ax + (1 — A)y) = h(t, Az + (1 = N)y) = h(At1 + (1 — N, Az + (1 = N)y)
> f(tla z)kg(tby)l_)\ = ft1 (w)Agm (y)l_A

pro viechna z,y € R"~!. Podle induknéniho kroku tedy plati

/R"—l e = </Rn_1 ftl)k(/Rn_lg@)lA.

Konecné, pouzijeme jednodimenzionalni Prekopa-Leindlerovu nerovnost pro funkce

F:t1—>/ ftl, G:tg—)/ Gtos H:t— ht
Rn—1 Rn—1 Rn—1

for=for= (L) (Le) = (L) (L)

5. krok: Obecnd dimenze Brunn-Minkowského nerovnosti.
Polozme f = xa,9 = XB,h = Xaa4+(1—»)B & dosadme do Prekopa-Leindlerovy nerovnosti. Obdr-
zime multiplikativni formu Brunn-Minkowského nerovnosti. O

a dostaneme
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Isoperimetrickid nerovnost v R”
Necht A C R™ je méfitelna. Pak definujeme jeji powrch jako

vol(9A) = Tim vol(A +eB%) — vol(A)

e—0t 15

(pokud tato limita existuje).

Véta 8.2. (Isoperimetrickd nerovnost v R™) Mezi viemi telesy daného objemu v R™ (které maji
povrch) md koule nejmensi povrch.

Diikaz. Bud A C R™ a B Eukleidovska koule s vol(B) = vol(A). Chceme dokazat, ze vol(0A) >
vol(0B). Z Brunn-Minkowského nerovnosti plyne

vol(A + eBI)Y/™ > vol(A)Y™ 4 vol(e BY)Y™ = vol(B)Y/™ + vol(e By ) /™
= vol(B + eBy)'/™.

Nyni sta¢i umocnit obé& strany nerovnosti na n, ode¢ist od obou stran vol(A) = vol(B), vydélit
g > 0 a vzit limitu pro ¢ — 07. O

Brunniv princip
Véta 8.3. Necht K je konvezni téleso v R™ a u € R™ \ {0}. Oznacime-li
H;,={x e R": (x,u) = t},

pak funkce
1
t— VOl(K N _E[t)m

je konkdvni na svém nosici.

Diikaz. Objem v zadani je (n — 1)-dimenzionalni Lebesgueova mira na Hy. Ekvivalentné miizeme
uvazovat ortogonélni projekci na Hy a (n — 1)-dimenzionalni Lebesgueovu miru na Hp, tedy
vol(K N Hy) = vol(Py, (K N Hy)).

Oznacme jesté K; = K N Hy. 7 konvexity K plyne pro kazdé r,s € R a A € (0,1)

Kyri(1-n)s O AK + (1 = M) K,
a totéz plati i pro projekce do Hy
Py (K (1-0)s) 2 APy (K;r) + (1 = A) Pry (Ks).
Vysledek pak plyne z Brunn-Minkowského nerovnosti na Hy

_1 _1 _1

VOl (K ypg (1-2s) ™1 = VOl(Prty (K iy (1—ys)) ™7 > vol(APyy (K) + (1 — A) Pyry (Ky)) T
> vol(APyy (K,)) 7T + vol (1 — X) Py, (K)ot

= Avol(Pyy (K,))™T + (1 — A) vol (P, (Ks)) 7T

= Avol(K, )71 + (1 — A) vol(K,) .
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9 Disperze
Necht d € N a necht P C [0, 1]? je libovolna mnozina. Pak definujeme disperzi P

disp(P) := L S 1B,

(supremum je brano pres vSechny kvidry s hranami rovnobéznymi se soufadnymi osami, tedy
B =1y x---x1I4, I; C [0,1] jsou intervaly, a | B| je objem B). Disperze P je tedy objem nejvétsiho
kvadru, ktery neobsahuje zadny bod z P.
Pro pevné n > 1 budeme hledat mnozinu P s n prvky, kterd bude mit minimalni disperzi,
definujeme tedy
disp(n,d) := inf  disp(P)
PCo,1]¢:
#P=n
a jeji inverzni funkci

N(e,d) = min{n: disp(n, d) §z—:}.

Jakub Sosnovec dokézal v roce 2017, ze pro kazdé pevné 0 < e < 1/4 existuje ¢. > 0 tak, ze

plati
N(e,d) < ¢ logy(d).

Cilem této kapitoly je zjemnéni Sosnovcova argumentu, které vylepsi zavislost ¢. na € > 0.

Véta 9.1. Necht d > 2 je prirozené Cislo a necht ¢ € (0,1/2). Pak ewistuje P C [0,1]¢ s
disp(P) <c a

(1 +10g2(€*1))2‘

#P < 27 log,(d) =

Toto lze pfimocate pieformulovat jako odhad pro disp(n,d).

Disledek 9.2. Nechtn,d e Nsn>2 ad> 2. Pak

1 d
disp(n,d) < c¢logy(n) og;()

pro absolutni konstantu ¢ > 0.

Pro 0 < € < 1/2 zvolme k € N tak, aby 27%F < ¢ < 27F+1 tedy k = [logy(1/€)] > 2, a

definujeme
1 2 2k —1
Mk: {2k’2k’”2k} C [0,1]
Budeme uvazovat ndhodnou mnozinu bodi X = {z!,2?,...,2"} C M se slozkami (27); vybra-

nymi nadhodné a stejnomérné z M.

Ukézeme, ze pro n rostouci polynomialné v 1/ a logaritmicky v d, X ma s nenulovou pravdé-
podobnosti neprazdny prinik s kazdym kvadrem s hranami rovnobéznymi se soufadnymi osami a
objemem alespoii £. Mnozinu viech kvadru s objemem alespon 27% rozdélime na nékolik skupin.
Prop e Ml a s € {0,...,2F — 1}4 polozme

Q, == {BcC0,1]%:|B| >27"}
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sp+1
ok

S¢
2k

Qi (p, s) ::{le---xIdEQk: < | <
1
a infl, € [pg—Q—k,pg) pro v8echna Ezl...,d}.

Ziejmé, Qi (p, s) = @ pokud sy = 0 pro néjaké £ =1,....d.
Hlavnim krokem je néasledujici lemma.

Lemma 9.3. Nech? x ndhodné a rovnomérné vybrané z Mg. Pak pro kazdé B € Qi plati
P(z € B) > 27F 4
Ddle pro kazdé p € M,gl asc{l,.. . 28—1} plati
P(3B € U (p,s): x ¢ B) < exp(—27k*4).

Diikaz. Necht z je nahodné vybrano z M,‘j aB =1 x--x1; € Q Pak B € Q(p,s) pro
néjaké p € Mg asc{l,...,2¢ — 1} Dale polozme B(p,s) := ngl[pg,pg + ‘”2;1
BN M > B(p,s)N M a

|. Z¥ejmé tedy

d

P(x € B) > P(z € B(p,s)) = H(%) = 11 (%)

(=1 leDsg

kde Dy := {E e{l,....d}: sy < 2k 1}. Pro dalsi postup vyuzijeme nerovnost

J > (1- L) (L2 P sech =1 ok _ 2 (9.1)
1) 2 ok oF pro vSechna j=1,..., , .

jejiz diukaz provedem pozdéji. Tim dostaneme

() (5
LeD

s

S (1 1 )IDS\ \B|%
- k2F '

Protoze |Ds| = m1(s) < In(2)k2*, see (9.3), mizeme dile odhadovat

P(x € B)

Y

1 \In(2)k2F & 1\ 8In(2) 42
P(z € B ><1——) —m><—7) 9 i
(xeB) = o = 8
Lot s Lo
4 — 16 ’

kde jsme pouzili monotonii posloupnosti (1 — 1/k)* a kkT21 <k+2fork>2.
Pro dikaz (9.1) vyuZzijeme ekvivalentni reformulace

min > (2F —1)2 % (1 - —k) (9.2)
j=1,2,...,.2k—2 (j4 1)1 k2
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Protoze funkce t — ——%—— ma jen jeden lokilni extrém na (0,00) a tento extrém je lokalni

(14t) k-1
maximum, staci uvazovat j € {1,2%F — 2} a dokazat

1 2k — 2 12 1
min< - ; ) > (28— 1)27 % (1 - —k)

2F-1 (2k — 1)F-1 k2
Tato nerovnost se pfirozené rozpada na dvé ¢asti. Prvni (pro j = 1) plyne z

2
Lk —ok .9 7T,
2%-1

Druhé, pro j = 2¥ — 2, je ekvivalentni

2v-2 <2’f—1)k51<1_1>’
2k —1 — 2k k2K
ktera bude (diky monotonii) dokézana, pokud ji dokdzeme s exponentem k% nahrazenym jed-

1
nickou, tedy
2k—2><2’f—1)<1 1 )
ok — 1 =\ 2k k2k )

Pomoci jednoduchych tuprav je tato nerovnost ekvivalentni

1
22’6—2-2’“2(2’“—1)2(1—@):22’“—2.2’€+1—

22k _ 9.9k 4 q
k2k

2%k _ 9.9k 41> k. 2k,

ktera plati pro k& > 2. Tim je hotov dikaz P(z € B) > 275=4 pro viechna B € Q.
Pro dikaz druhé ¢asti lemmatu si v8imnéme, Zze B N Mg D B(p,s) N Mg pro viechna B €
Qi (p, s). Tim dostaneme

P(VB € Qu(p,s): x € B) > P(z € B(p,s)) > o—k—4
a tedy i
]P(ElB € Q(p,s):x ¢ B) < 1-27kF4 < exp(—27k*4),
O

Piipometime, Ze konstruovan mmnozina X je rovna X = {x! 2% ... 2"} C Mg. Pomoci
jednoduché nerovnosti pro miru sjednoceni mnozin (union bound) a Lemma dostaneme

P(3Be Q: XNB=9) < Y P@EBeM(p.s): XNB=02)
pos: Qu(p.s)#£0

= > PEBeXps):at ¢B)

p,s: Qi (p,s)#2
< #{p,s: Qx(p, s) # @} exp(—n2_k_4).
(

Jesté potFebujeme odhadnout pocet téch dvojic (p, s), pro které Qx(p,s) # &. Nejprve si viim-
néme, ze Q(p,s) = @ pokud p,2F > 2% — 5, pro né&jake £ = 1,...,d. Pokud tedy s je takové,
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7e Qi(p,s) # @ pro néjaké p € M, pak existuje pFesné Hzlzl(Zk — s¢) takovych p, pro které
Qk(p, 5) # @. Oznacime-li my(s) := #{€: sy < 2% — 1}, tak je tento poGet omezen shora 2F71(5),
Je-li dale B € Q(p, s), pak

d
—k S["‘l 1 ml(s)
e < i) < ()
/=1

Pokud je tedy Qi(p, s) # &, pak i

mi(s) < Ay :=1n(2) k2", (9.3)

Skutecné,

1 \mi(s) 1 \ In(2)k2F
—k -k
27" < (1 - 7214:) and 27 > (1 Qk) ,

kde prvni z téchto nerovnosti plyne z monoténni konvergence (1 —1/ 2k)2k kel
Pocet téch s € {0,...,2F —1}9, pro které my(s) = #{1 : s; < 2¥ — 1} < A}, je dale omezen

A
4\ gk, < Ad\ ™
Ay, k ’
kde jsme pouzili (ng) < (ed/Ar)?* ae/In(2) < 4. Celkem tedy dostaneme

Ak

#{p,s:ﬂk(p,s)#@} < <4kd> kA < exp(k2k<k+log2(4d/k))>

< exp (k 2% log, (2k+1d)>

P(3B € O XNB=2) < exp(k2logy(2++1d) —n274).
Tento vyraz je ostfe mensi nez jedna, pokud
n > 2'k2% log, (28d).

V tom piipadé tedy existuje mnozina X s n body, pro kterou X N B # @ pro v8echny kvadry B
s |B| > 27%. Celkem tedy
N@27F.d) < 2*k2%F1og, (28Md).

Konetnd, 7 27%F < g < 27k ok=L < =1 <9k 54 | > log,(1/¢) > k — 1 dostaneme

6 (1 —|—log2(5*1)) log, (4d€*1)

(1 + logQ(efl))2
g2 '

2

N(e,d) < 2 < 27 log,(d)
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10 Maticové normy: Spektralni, Frobeniova a nuklearni

Priklady metrickych a normovanych prostort se ¢asto omezuji na prostory posloupnosti. Diky
aplikacim v numerice ¢i zpracovani signald hraji ale ¢im dal dtlezitéjsi roli prostory matic. Budeme
se zabyvat m X n redlnymi maticemi, komplexni by bylo mozné uvazovat podobné. Normy, které
projdeme, jsou zaloZené na spektralnich vlastnostech téchto matic. P¥ipomenime tedy Singular
value decomposition theorem:

Véta 10.1. Bud A € R™*" redlnd m X n matice. Pak lze napsat A jako
A=UxVT,

kde U je m x m ortogondlni matice, ¥ je m X n diagondlni matice s nezdporngymi redlnymai
koeficienty na diagondle a V' je n x n ortogondlni matice.

Diagonalni koeficienty matice ¥ ozna¢ime o1(A) > 02(A) > --- > 0 a nazyvame je singular-
nimi ¢isly matice A.
Spektralni norma matice A je ||A|| := 01(A). Je-li x € R™ s ||z]|2 <, pak plati

|Az[|y = |[USVT 2|y = [SVT 2|2 < 01(A) |V 2|2 < 01(A).

Pro 2 = v; prvni sloupec matice V ale dostaneme V7 vy = e; a ||Az|s = 01(A). Celkem je tedy

Azx |2
A= s JArf= sy A2
z€R™ ||z||2<1 z€R™ #0 HxH?
Odtud jiz ihned plyne, Ze || - || je skuteéné norma, zejména trojihlenikovou nerovnost dokizeme
pomoci
[A+B||= sup [[(A+B)zlo< sup |Azlla+ sup  [[Bzllz = [|A] +[|B]].
TER™, ||z[2<1 TER™ ||z[2<1 TER™ [|lz[2<1

Hilbert-Schmidtova norma nebo také Frobeniova norma je definovina pomoci

min(m,n) 1/2
lalr=( 3 oi?)
j=1
Necht vy, v9,...,v, jsou sloupce matice V v singularnim rozkladu matice A. Pak
n n n min(m,n) min(m,n)
T T
Dol =Y ISV =Y ISVl = DY lloi@uli= D oi(4)° = |AlE
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
Dokazeme, Ze stejnd identita plati pro libovolnou ortonormalni bazi ¢1, ..., ¢n, tedy Ze
n
1AIF =D 1 4¢3 (10.1)
j=1
Poté tento vysledek aplikujeme na ortonormélnf bazi ey, ..., e, a obdrzime
m n
1A =D lagal®
j=1k=1
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Z toho pak jiz ihned plyne, Ze || - ||r je skute¢né norma.
Zbyva tedy dokazat (10.1)).

n n n n min(m,n)
D 1Al =D ISV oil5 =Y ISVT0ills =D > on(A) vk, ¢5)?
j=1 j=1 j=1

j=1 k=1
min(m,n) n min(m,n)
= 2L AW X lwe)l= 3 o

k=1 j=1

Tato norma je samoziejmé generovana skaldrnim soucinem

> ajrbix = Tr(ATB).
1 k=1

I
INgE

J
Nuklearni norma matice A je definovana jako

min(m,n)

1Al =" o(A).

=1

Tato norma se v minulych deseti letech stala stfedem zajmu pro svij vyznam v oboru low-rank
matriz reeoveryp__g] My se zde omezime na dikaz faktu, Ze nuklearni norma je opravdu norma.
Dokéazeme, Ze je vlastné dualni ke spektralni normé vzhledem k parovani (A, B)r, tedy

Al = sup (A,B)F. (10.2)
BeR™*n || B||<1
Trojahelnikova nerovnost pro || - ||« pak plyne lehce z
[A+Bls=  sup  (A+B,C)p=  sup  ((A,C)p+(B,C)r) < |Alls + B
CeRm*n ||C|I<1 CeR™> ||C||I<1

Necht A = UXVT je singularni rozklad matice A. Necht n > m. Polozme C = UIVT, kde
I € R™ " je diagonélni matice s jedni¢kami na diagonéle. Pak samoziejmé ||C|| = 1, ale i
(A,Cyp = wzvhurvhy =T (Usvh)T(wivh) = v (vt (oIv?))
=T (VST Ivh) =T (VIVETT) = Tr (271) = || A

Pro m > n pouzijeme nejprve (A, C)r = (C, A)p. Tim je jedna nerovnost v (10.2)) dokézana.
Pouzili jsme identitu Tr(XY Z) = Tr(ZXY), ktera plati kdykoliv jsou oba sou¢iny definované.

18 iterature. . .
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Dikaz opacné nerovnosti plyne z

sup (A, CYp = sup Tr (ATC) = sup Tr (USVHTCO)
CeRm™xn ||C||I<1 CeRm* ||C|I<1 CeRmxn ||C|I<1

= sup T (vyTuTco) = sup T (xTUuTov)

CeRmx™ ||C||<1 CeRmx ||C||I<1

min(m,n)

= sup (x,UTcv) = sup Z o (A)(UTCV);,

CeRmx*n ||C||<1 CeRmxn ClI<1 55

min(m,n) min(m,n)

= sup Z aj(A)(ujTC’vj)jJ < sup Z 0j(A)o1(C)

Cermxn |C||<1

= [[All

=1 CeRm|I0I<1 5

kde jsme opét pouzili identitu o stopé soucinu tfech matic.

Jiny zptsob ditkazu jde pfes Lidskii inequalityp;g]

Pro redlnou ¢tvercovou symetrickou matici A = AT oznatme A;(A) jeji (redlnd) vlastni ¢isla.
PFipomenme, Ze jejich soudet je roven stopé A - souctu prvki na diagonale. Nasledujici lemma je
obdobou trojuhelikové nerovnosti ori vlastni ¢isla symetrické matice a singularni ¢isla obdélnikové
matice.

Lemma 10.2. (i) Necht A, B € R¥? jsou dvé redlné symetrické matice (i.e. A= AT, B = BT).
Pak

d d
> (A = X(B) <D IN(A - B)| = [|A- BJ..
j=1 j=1

(ii) Necht A, B € R™N . Pak
> loj(A) —0i(B)| <> oi(A-B).
j=1 i=1

Diikaz. (i) Pouzijeme Jordanuv rozklad A — B na pozitivné a negativné definitni ¢ast
A-B=(A-B)"—(A-B)”

a dostaneme

|A— Bl|, = tr(A— B)" + tr(A— B)".

Polozme

C:=A+(A-B) =B+ (A-B)".
Pak C = A a C = B. Z Weylova principu monotonieF_U]

Yhttps://terrytao.wordpress.com/tag/lidskii-inequality/
20Toto lze dokazat i z minimax-charakterizace vlastnich Gisel

M(A)= max min (z,Az) < max min (z,Cz) = \(C),
MCRY zeM MCR? zeM
dim(M)=Fk llzll2=1 dim(M)=k llzll2=1

kde jsme pouzili, Ze
pokud C — A je pozitivné semi-definitni.
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A (C) > Xj(A) a Aj(C) > Aj(B). Dostaneme tedy

Kone¢né se¢tenim obdrzime
d
STIN(A) = XNi(B)] < t1(2C) — tr(A) — tr(B)
j=1

= tr(A+ (A= B)") + t2(B + (A — B)T) — tr(A) — tx(B)
— |4 - BJ..

(ii) Polozme

~ 0 A ~ 0 B - = 0 A-B

Pak A a B jsou d x d symetrické matice s d = n + N. Navic, vlastni ¢sla A jso
(£o1(A),...,+0,(A)) a podobné pro B a A — B. Pouzitim (i) dostaneme
n+N

Y A = N(B) =D loj(A) =i (B) + D | = 05(A) + 0(B)]
j=1 j=1 j=1

n+N

=23 Joj(4) —o;(B)| < Y I\(A - B)|
j=1 J=1

=Y loj(A=B)|+) | -0;(A-B)|=2) o;(A-B).
j=1 j=1 j=1

21 . vlastni vektory jsou (u;[ T)T
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11 Nahodni prochizka v obecné dimenzi

Definice 11.1. Necht d > 1 je pfirozené ¢islo a necht X1, X», X3,... je posloupnost R%
hodnotovych nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych proménnych. Pak ndhodnd prochdzka v
dimenzi d je posloupnost (Sy)n>0, kde Sop =0 a

Sp=5-1+Xn=X1+Xo+--+X,, n>1
X1, X0, X3,... se nazyvaji kroky ndhodné prochézky.
Dalsi oznaceni, které budeme pouzivat je néasledujici.
o Jednoduchd ndhodnd prochdzka: Prod =1je P(X; =1) =P(X; = -1) =1/2, prod > 1
je P(X; = ex) = P(X; = —ex) = 55 pro viechna j € N a viechna k = 1,...,d. Vektory
(ex)?_, oznacuji kanonickou bazi R?.

o Pocet vijskyti v pocdtku: Nahodna veli¢éina N je definovéna

N =#{neNy: 8, =0}

e cas pruniho ndvratu do pocdtku: Ndhodna veli¢ina 7
7 =inf{n >1:S, = 0}.
Zde uzivame umluvu inf ) = +o00. Pokud se tedy nahodna prochézka jiz nikdy do pocatku

nevrati (S, # 0 pro viechna n > 1), je 7 = +o0.

e Nahodné prochézka je rekurentni, pokud P(N = +o00) = 1, nebo ekvivalentné P(N <
+00) = 0. Nahodna prochazka je tranzitni, pokud P(N < +o00) = 1, nebo ekvivalentné
P(N = +00) = 0.

Prvnim krokem bude dokdzat, 7ze nahodna prochazka je bud rekurentni, nebo tranzitni. Na-
priklad P(N = +o00) = 1/2 (tedy jedna polovina prochazek se nekoneénékrat vraci do pocatku,
druha polovina nikoliv) tedy nemtze nastat.

Lemma 11.2. Pro libovolnou ndhodnou prochdzku v libovolné dimenzi a pro kaZdé n > 1 plati
P(N =n) = P(1 = +00)P(T < 00)" 1.
Dikaz. Nejprve dokidZeme
P(N=n+1)=P(N =n)P(r < +0), n>1.

Skutecné - navratem do pocatku v kroce k se ndhodna prochézka rozpada na dvé nezavislé Casti,
prvni (konec¢nou) s Sy = Si = 0, a druhou (nekone¢nou) (Si4;);j>0, kterd ma stejny tvar (a stejné
rozdéleni stavii) jako (S;);>0. Celkem tedy mame

P(N=n+1)=) P(N=n+1l&r=k =) P(N'=n&r=k)

E>1 k>1
=Y P(N'=n)P(r=k) =P(N'=n) ) P(r =k) =P(N = n)P(r < 00),
k>1 k>1

kde N' = #{l € Ny : Sk, = 0}.
Tvrzeni lemmatu pak snadno dokdzeme indukci. Pro n =1 je P(N = 1) = P(1 = +00). Pro
n>1jepak P(N =n+1) =P(N =n)P(r < +00) = P(7 = +00)P(7 < +00)". O
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Disledek 11.3. KaZdd ndhodnd prochdzka je bud rekurenini nebo tranzitni.

Diikaz. Pokud P(7 = +00) = 0, pak z lemmatu plyne, ze P(N = n) = 0 pro kazdé n > 1 a tedy
i P(N < +00) = 0 a prochézka je rekurentni.
Pokud ale P(7 = 4+00) > 0, pak jei P(1 < +00) <1 a

P(N < +00) =Y P(N =n)=>» P(r=+00)P(r < 00)" "
n>1 n>1
1 1-P
_ P(r = +00) _ (T<—|-oo):1

1-P(r <+o00) 1-P(1<+00)
a prochézka je tranzitni. O

Charakterizovat, zda je ndhodna prochazka rekurentni nebo tranzitni, ndm pomuize nasledujici
lemma.

Lemma 11.4. Ndhodnd prochdzka je tranzitni pokud EN < +o00o, a rekurentni pokud EN = +o0.

Diikaz. PFipouziti konvence (obvyklé v teorii miry a pravdépodobnosti) “0-(400) = 0” dostaneme

Zn}P’ )+ 00 P(N = +00).

n>1

Pokud EN < 400, je tedy P(N = 4+00) = 0 a prochazka je tranzitni.
Pokud naopak P(N = +o00) = 0, a tedy P(N < +o00) = 1, je podle pfedchoziho lemmatu
P(r = +00) > 0 a tedy i P(7 < +00) < 1. Celkem je tedy

= ZnIP’(N =n)= ZnIP’(T = +00)P(1 < +00)" !
n>1 n>1
P(1 = 400) 1

=P(r = +oo)7;n]?(7' < 4o0)" 7 = T P(r < 7o) = Plr = To0) < +o0.

O]

Veli¢inu E N lze explicitné spoéitat pomoci Fourierovy transformace, v teorii pravdépodob-
nosti znamé spise pod nézvem charakteristickd funkce.

Lemma 11.5. Necht ndhodnd prochdzka v Z (tedy S, € Z pro viechna n > 1) md kroky
X1, X2, X3,... anechl (&) = E(e®%1) = Ecos(¢ - X1) +iEsin(¢ - X1) pro € € RY. Pak

1
EN = i —_—
o1 ) Jimpe 1= £2(6)

dg

Dikaz. Prod =1 je

T 1 & o 1 prom=0
- imb - — )
o | e"™’df 5 / <cos(m0) +1 sm(m&))d@ {0 oo m € Z\ {0},

—T

Pro d > 1 plati tedy

d
1 ; (™ . 1 =(0,...,0
d / €Zm'§d§ = | | / €ij£jd§j = prom (d7 ’ )7
@2m)® J i r ma e 2m ) 4 0 prom e Z*\{(0,...,0)}.
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Dosadime-li za m polohu ndhodné prochazky po n krocich, tedy m = S,, (zde poprvé vyuzivame,
e S, € 79), dostaneme

1 - 1 pro S, =(0,...,0),
d / €t dE = x(s,-0) = d
2m) J 0 pro S, € Z4\ {(0,...,0)}.
Integraci pfes trajektorie ndhodné prochazky a s vyuzitim nezévislosti jejich krokt obdrzime

1 - 1 ) ) .
P(S, = 0) = Ex(s,-0} = 757 E (™) de = / E(eX1€. giXa6 | giXnt
(S, =0) X{S,=0} (2 /[—mr]d (em)dE @) (e e e Yd€

:L iX1-€Y | iXo-& iXp-E _ 1 n
(2m)d /[_ﬂm]dE(e ) - E(e2¢) L E(e"* ) de @n)? /[_mr]d p(&)"dg.

Tuto identitu prondsobime ™ pro 0 < t < 1, sefteme a vyrobime pfislu$nou mocninnou radu
(tento postup se v ceské literatufe oznacuje terminem vytvorujici funkce)

n S nge N1 R (eyn
SRS, =0) = Y /[] PerdE =3 =g /[_M]dt (e de

n>0 n>0 n>0
1

= = b (&))" dg
(27T)d \/[7r,7r]d nZZO[ ( )]
1 1
= —d§.
(27T)d /[—Wﬂr]d 1- tgﬁ(g) ¢
Pti tomto vypoctu jsme uzili

(&)l = [E(e’ )| < E(le**1]) =E1 = 1,

te(§) <t <1,
e stejnomérné konvergence fady 3 [to(€)]" na [—m, 7]¢ pro zdménu integralu a fady,
e a nakonec souctu geometrické fady.

Funkce

t—= > t"P(Sy = 0)

n>0
je na intervalu (0, 1) neklesajici, mé tedy (kone¢nou nebo nekone¢nou) limitu pro ¢ — 1~. Pokud
je >, P(S, = 0) kone¢na, pak z Abelovy véty o mocninnych fadach plyne, ze
lim Y " t"P(S, =0) = Y _P(S, =0). (11.1)
>0

t—1—
n>0

Jako (lehké) cviceni si rozmyslete, Ze pokud je prava strana (11.1)) nekone¢na, tak ani leva strana
nemiize byt kone¢na. Rovnost (L1.1)) tedy plati vzdy. Diikaz tedy uz dokonéime pozorovanim

SRSk =0)= 3 Exys,—op = E(D xis-ny) = EN.

n>0 n>0 n>0
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Nasledujici véta je v matematickém folkloru oznacovana: “A drunken man will always find his
way home but a drunken bird may get lost forever”.

Véta 11.6. Jednoduchd ndhodnd prochdzka na 72 je rekurentni pro d = 1,2 a tranzitni pro d > 3.
Diikaz. Pro jednoduchou prochazku je X; € {%eq,...,+eq} a tedy

cos(&1) + -+ + cos(&q)
d

) 1 ) . . )
@) = B €) = oo (e e 4o it i) =

a (&) <1 je tedy realnéa funkce. Navic plati

1 1
lim ——— —d
tf?@mdﬁﬂwl—w®>§

= lim [ L / L d€ + ! / _ d&
t—=1- (27T)d cel—m,md,p(€)<0 11— t‘ﬁ(f) (27T)d cel—m,mld,p(€)>0 1- t@(g)

1 / L ey 1 / L e
(27T)d el—m,mld,p(€)<0 1- (P(f) (Qﬁ)d cel—m,mld,p(€)>0 1- 90(5)

1 1
= —df.
@ﬂ%ﬁmm1—¢@>§

Prvni zaména limity a integralu plyne ze stejnomérné omezenosti 0 < (1 — tp(£))™ < 1 pro
viechna 0 <t < 1la¢ € [~m, m|%s ¢(&) <0, druha pak z monoténni konvergence (1 —tp(£))~! &

(1— ().
Na [—m,7]¢ je tedy ©(€) = 1 jen pro & = (0,...,0) a toto je tedy jediny kriticky bod
d

vani 1 — ¢(€) pro & — 0. Pomoci nésledujici posloupnosti jinak trividlnich faktt obdrzime

-1

. Pro zjistén{ konvergence ¢i divergence tohoto integralu je tedy dtlezité cho-

e 1 —cosz = 2sin%(z/2), = €R,

o Z <siny <z, x€l0,m/2,

2 2
L 2 < 1- COS(&;) < %7 51 € [_ﬂ-’ﬂ-}v

T2

_ _ 1 20
L (e - (L cos() + : + (1 cos(&)) _ {i ;idygf;, ,

Pro d = 1,2 mame tedy
1 1

>
L—p(&) ~ €12/(2d)
a integral z této funkce pies [—, 7]¢ diverguje. Celkem tedy EN = +o00 a prochazka je rekurentni.
Prod > 3 je

11
1—9(&) = 3l¢l?

a integral pies [—m, 7]? konverguje. Celkem je tedy E N < 400 a prochazka je tranzitni. O
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12 Support Vector Machines

Support Vector Machines jsou jedny z nejpopularnéjsich metod strojového uceni pro klasifikaéni
problémy. Predpokladejme, Ze vektory z1, ..., z, € R? jsou rozdéleny do dvou (pfedem znamych)
skupin, tedy

{l’l,. . .,ZBn} =A_1UA,

kde A_1 a A; jsou disjunktni. Pfirozené definujeme

) +1, pokud w; € Ay,
vi= —1, pokud =z; € A_q.

Celkem tedy mame na vstupu pary

(x'l?yl)a ) (':UTL?yn) € Rd X {_17 1}

Hlavni my8lenka support vector machines je oddélit body z mnoZin A_1 a Ay od sebe nadrovinou
(=afinnf funkei), tedy najit vektor w € R% a b € R tak, aby mnoziny {z; : y; = 1} a {z; : y; = —1}
lezely v opacénych poloprostorech uréenych nadrovinou

E,={z€R%: (z,w) = b}. (12.1)

Celkem tedy chceme, aby

>0 proy, =+1,
(xj,w) — b
<0 proy; =—1.

Toto lze shrnout jako y;((x;,w) —b) > 0 pro viechna i =1,...,n.
Nez se s z tohoto prostého konceptu stanou support vector machines, je tfeba si rozmyslet
nékolik malickosti.

e V principu nenf jasné, jestli lze body na vstupu opravdu oddélit néjakou nadrovinou - tedy
jestli se poda¥i najit alespon jednu dvojici w € R? a b € R, které by spliiovaly p¥edchozi
nerovnosti.

e Pokud body separovatelné jsou (tedy néjaké takove w € R? existuje), tak jich typicky bude
existovat i vice. Pro stabilitu klasifikace novych dat je pak pFirozené vzit takovou nadrovinu
(12.1), ktera bude mit nejvétsi vzdalenost (v néjakém smyslu) od A_; i A;. Tim (alespoit
intuitivneé) zvysime pravdépodobnost, ze nova data padnou na spravnou stranu , viz
obr.

e Spojenim (w, —b) € R? x R do w’ € R¥! a rozsifenim vstupnich dat o jednicku, tedy Tl =
(z,1) mizeme trochu zjednodusit notaci. Opravdu, poté (w',2%) = (w, ;) — b. Mizeme
tedy (bez vétsi Gjmy na obecnosti) pFedpokladat, ze b = 0.

Jak tedy pozname, kterd z nadrovin spliwjicich y; (w;, ;) > 0 pro viechna ¢ = 1,...,n ma nejvétsi
vzdalenost od vstupnich dat?
Necht || - || je norma na RY. Pak definujeme duélni normu pomoci
-1 RY = [0,00), Juwl/'= sup (v,w)= sup |(v,w)].
veER®:|v||=1 vER®:v||=1

Jako lehké cviceni (na Hahn-Banachovu vétu?) si rozmyslete, ze
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Obrazek 2: Support vector machines; vlevo: nadrovina H; body dvou riznych skupin neoddéluje
vibec. Hy je oddéluje, ale nestabilné - je zde velkd pravdépodobnost, ze nové body (které oce-
kavame sice blizko uz znamych vzorki, ale pfece jen mirné odliné) padnou na “Spatnou stranu”
H,. H3 oddéluje body co nejstabilngji.

e ||| je norma na R

o (v, w)| < lvf| - [lwll,

o (-1 =11
Nésledujici lemma charakterizuje vzdalenost a € R? od E, v normé& || - ||, tedy

d E,) = inf |la—v|.
(e, Ew) = inf fla o]
Lemma 12.1. Necht w € R?\ {0} a a € R, Pak

dH.”(a, E,) = ’<|C|ZC|T/>| (12.2)

Diikaz. Pro a € E,, je tvrzeni ziejmé. Necht tedy a & E,,. Necht z = a + A.e, € E, je libovolny
bod z E, s A, € R a ||e;|| = 1. Protoze z € E,, tak

. (a,w)
0={(z,w) ={a,w) + N {e,,w), ie A, =—
(2,0) = {a,00) + Audes ) =
Dale (a,w)
a,w
la— 2l = rd] = L
(€2, w)|
Pokud vezmeme infimum pfes vechna z € E,,, dostaneme
. . a,w a,w
dj(a, E,) = inf |la—z|| = inf || = [(a, w) _ K />|
z€Ew z€Ew SUPzeE,|(ez,w)] Hw”
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V posledni identité vyuzivame toho, ze

sup [(ez,w)| = sup  [(e,w)| = sup |(e,w)| = [|w]"
2€E lell=1,{e.c)0 lell=1

O

Identita (12.2) uz umoziuje zadefinovat support vector machines pro piipad, kdy data jsou
opravdu separovatelnd, tzv. hard-margin support vector machines. Hledame tedy

_ i, w)| 1 .

(*) = max min ———— = min  |[(z;,w)|.
wiyi(z;,w)>01=1,...,n Hw||’ wyi(xs,w)>0 Hw||’ i=1,...,n
Posledni vyraz je homogenni v w - nahradime-li tedy w vyrazem Aw pro A # 0, hodnota vy-
razu se nezméni. Muzeme tedy (bez Gjmy na obecnosti) zafixovat velikost w. Nabizi se nékolik
moznosti, napf. vyzadovat ||w| = 1 nebo ||w|" = 1. My pouZzijeme min;—; _, [{(x;,w)| = 1. Vek-
tory s minj—1,_n [(zs,w)| = 0 nejsou zjevné optimalni a muazeme je tedy vynechat. Celkem tak
dostaneme

1
(x) = max{ i yir,w) >0 & _min [{x;, w)| = 1}
[lw]| i=1,..n

—min{ Wl gilwiw) 20 & min |(,w)| =1}

i=1,...,n

= min{HwH' : i:I{linnyz’@?iaW) = 1}'

[ARR)

Posledn{ vyraz byva obvyklé psat ve tvaru

() = min||w|’ such that rﬁlin yi{xi,w) =1,
i=1,...,n

nebo - a to jesté castéji -

(x) = min |lw| such that r{lin yi(zi,w) > 1. (12.3)
i=1,...,n
Definice 12.2. Pro (z1,y1),..., (Tn,yn) € R? x R, které jsou separovatelné néjakou nadrovinou,

se optimaliza¢ni problém

min ||w|]" such that I{lin yi{xs,w) > 1
i=1,....,n

nazyva hard-margin support vector machine. Oznacime-li @ jeho feeni (tedy takovy bod R?, ve
kterém se nabyva minimum), pak x — sgn({x,®)) je hledany klasifikdtor novych dat. Kone¢né,
vektory x;, pro které y;(w, x;) = 1 se nazyvaji support vectors.

V pripadé, ze data nejsou bezchybné separovatelna linedrni nadrovinou, tak penalizujeme
ty vektory w, které klasifikuji §patné (a vyrazné) mnoho vektort x;, ale nezakidzeme tento jev
kompletng. Zavadim tedy tzv. hinge loss function

L(wa xi?%) = maX(O7 1- yi<$ivw>) = [1 - yi<xivw>]+'
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Definice 12.3. Pro (z1,11), ..., (Zn, yn) € R xR, nikoliv nezbytné separovatelné néjakou nadro-
vinou, a A > 0 se optimalizaéni problém

1 ¢ 1
min [\|w]] + = L(w,z;,y;)| = min |\||w]|" + = 1 —yi{x;,w
i [l 3 2| = iy [Nl 230 o)
nazyva soft-margin support vector machine. Oznafime-li @ jeho feSeni, pak = — sgn({(zx,@)) je
opét hledany klasifikdtor novych dat.

Uloha parametru A > 0 je vcelku ziejma: je to vdha mezi &ffkou separa¢niho pruhu okolo
nadroviny F,, a chybou klasifikace. Soft-margin support vector machine mé fadu variant a mo-
difikaci. Pro || - || Eukleidovskou normu je mozné brat A|w||? misto A||wl||’. Stejné tak je mozné
uvazovat [1 — y;(x;,w)]%. Dalsi varianta uziva tzv. slack variables & = [1 — yi(z;,w)]4+ >0 a

wmin [A||w||'+|rg|1] such that  yi(es) > 1— &
wER EERT

Ruzné aspekty (napf. implementaci) by bylo mozné jisté rozebrat do detailu, my se zaméfime
jen na jeden z nich. Obé varianty SVM pfedstavené vyse jsou linedrni. Rozsifeni na nelinedrni
klasifikatory je mozné provést pomoci tzv. kernel trick. Tento trik spo¢iva v tom, Ze data nejprve
zobrazime nelinedrnim zobrazenim ® : RY — RY kde N > d (nebo dokonce N = +0c0). Pokud
je zvolend norma Eukleidovska, je pro cely pfedchozi postup dostacujici, kdyz spoéteme skalarnf
sou¢iny (u,v) pro u,v € R Aplikujeme-li tedy SVM na (®(x1),v1), .-, (®(zn),yn), je nutné
umét (rychle) spocitat (®(u), ®(v)). To je bohuzel tim obtizné&jsi, ¢im vyssi je N, a tedy i ¢im
vice nelinearnich operaci ® zahrnuje. Nékdy je ale mozné najit relativné jednoduchou funkci
k:R? x R? = R, pro kterou (®(u), ®(v)) = k(u,v).

Napftiklad volba (keyword: quadratic kernel)

D(u) = B(u, ... ug) = (U2, ..., u3V2urus, ..., V2uq_1uq)
dava
d d d 9
(P(u),®(v)) = Zu?vjz +2 Z U V0 = Z UUV;0f = (Z uwi> = <u,v)2,
j=1 1<i<j<d ij=1 i=1

a tedy k(u,v) = (u,v)2.
Samoziejmé, ne pro kazdou funkci k existuje piislusné ® (a ne pro kazdou @ lze k spocitat
jednoduge). Definujeme-li k danému ® jadro k pomoci k(u,v) := (®(u), (v)), pak k spliuje

e symetrie: k(u,v) = k(v,u),

e pozitivné semidefinitni: pro kazdé ci1,...,cn € R a uq,...,u, € R? plati
n n n n
Z cicik(ui,uj) = Z cici(®(u;), P(uy)) = <Zci®(ui),zch)(uj)> > 0.
ij=1 ij=1 i=1 j=1

Naopak, je-li k: X x X — R symetricka a pozitivné semidefinitni (X je libovolnad mnoZina),
pak definujeme
®(z) = k(,2) eRY, ze€X.
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Na vektorovém prostoru
span{®(z) 1z € X} = {f = Zaik’(‘,xi) neNuz e X, € R}
i=1

definujeme skalarni soucin

(f,9) = <Zaik(-,ui>,26jk(-7vj>> = Zaiﬁjkwi,m.

J
V&imnéme si, Ze
<f) k(a .I)) = Z ai<k('7 ui)7 k(a J")> = Z aik($7 uz) = f(x)a
jde tedy o tzv. Reproducing Kernel Hilbert-Space (RKHS). Zbyva ovéiit, ze (f,g) je dobie defi-
novan (rizné reprezentace f a g davaji stejny vysledek) a Ze jde opravdu o skalarni soucin. Aby
platilo, ze (f, f) = 0 jen pro f = 0, je navic tfeba, aby k bylo pozitivné definitni, tedy aby pro

riznd @1, ..., T, a nenulové (ci,...,cn) # 0 bylo 3, ;s cicjk(wi, ;) > 0.
Oblibené volby k zahrnujf

e Gaussian radial basis function: k(z,y) = exp<—||x - yH%/c),
e Polynomial: k(z,y) = ({z,y) + 0)4,
e Sigmoidal: tanh(»((z,y)) + 6),

e Inverse multiquadratic: (|| — y||3 + ¢2) /2.
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13 Principal Component Analysis

Ptipomenime opét Singular value decomposition theorem:

Véta 13.1. Bud A € R™*9 redind n x d matice. Pak lze napsat A jako
A=UxvVT,

kde U je nxn ortogondlni matice, 3 je nx d diagondlni matice s nezdporniymi redlnijmai koeficienty
na diagondle a V je d X d ortogondlni matice.

Diagonalni koeficienty matice ¥ oznacime o1(A) > o02(4) > --- > 0 a nazyvame je sin-
gularnimi ¢isly matice A. Sloupce matice U oznaime uy,...,u, € R"™ sloupce matice V pak
vl,...,vdERd.

Alternativni forma singularniho rozkladu je dana

min(n,d)
A= o (A)ujvy . (13.1)

J=1

Véta 13.2. Necht A € R™*? ¢ 1 < k < min(n,d). Pak

min(n,d)
min ||A— B|% = oi(A)2 = | A= A2,
rank(B)gk|| HF j:;l ]( ) || ||F

kde i
Ak = ZO']‘(A)UJ'U]T
7=1

je cdstecny soucet (13.1))

Dikaz. 7 Weylova principu[z_gl plyne
Oirj—1(X +Y) < 0i(X) +0;(Y)

pro viechna X,Y € R™*? 1 <4, j <min(n,d) ai+j—1<min(n,d). ProY :=B,j:=k+1a
X := A — B dostaneme

oirk(A) < 0i(A— B) + 0p41(B) = 0i(A — B),

protoZze B mé hodnost k. Celkem je tedy

min(n,d)—k min(n,d)—k min(n,d)
IA=BlE> > olA-BP> Y o= Y (4’ = | A3
i=1 i=1 i=k+1
Opaé¢nd nerovnost je ziejma. O

223.3.16 in Topics in Matrix Analysis....
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Optiméalni redukce dimenze

Necht nyni z1, ..., 2, € R? jsou body v R? a necht k < d. Hledame k-dimenzionalni podpro-
stor L C RY, ktery nejlépe aproximuje tyto body. Vzdalenost z € RY od L je dana jako ||z — Prz||2,
kde Py, : R* = R? je ortogonélni projekce na L. Pokud n < k < d, tak miizeme vzit za L linearni
obal bodii z1, ..., z,. Budeme tedy pfedpokladat, ze 1 < k < min(n, d).

Hledame tedy

mln Z |; — Pra;||3. (13.2)

dim(L
Necht X € R?*" je matice se sloupci 21, ..., x,. Pak lze (13.2) zapsat jako

X - P X
duff?in | L X%

Necht zq,..., z; je ortonormalni baze L. Pak

k

k
Prx = (x,2)z; zzT:U
L Jjl1*j = J<5
j=1

a tedy

mé hodnost k - a tedy i P X mé hodnost nejvyse k. Celkem je tedy

min anj Praj|3 = mln X - PLX|%> min X - Y|2= min ||X-Y]3.

dim(L)= dim(L) rank(Y)< rank(Y)=k
(13.3)
Podle pfedchozi véty uvazujeme tedy singularni rozklad X = UXV7T a optimalni Y = X}, je dano
ofezanym rozkladem Y = UkEkaT, kde U, € R¥* ma sloupce uq,...,u; € R%, 2 € RFXF je
diagonalni matice s o1(X) > --- > 04(X) > 0 na diagonéle a V}, € R™* se sloupci vy,..., v €
R™.
k
Naopak volbou L = span{uy,...,ux} a P = Uk.Ug = Z uju? dostaneme
j=1
min(n,d) min(n,d) k
PLX = Zuj ( Z Ul(X)ulvlT) = Z UZ(X)Zuju?uwlT
=1 1=1 j=1

mln(n,d) k

Ul E Uj ]lUl = E Ul ulvl —Xk

=1 =

Linearni obal pryvnich & sloupcii matice U tedy dava k-dimenzionalni podprostor R%, ktery nejlépe
aproximuje poc¢atecni data, resp. projekci do néjz dojde k nejmensi chybé. Checeme-li tedy zre-
dukovat dimenzi poc¢atecnich dat z R? na R*, tak podprostor, ktery toto umoziiuje s co nejmensi
chybou, ziskdme ze singularniho rozkladu maticové reprezentace téchto dat.
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Maximalizace rozptylu dat

Méjme opét dany body 1, ..., x, € R? a necht nejprve k = 1. Chceme snizit dimenzionalitu
dat pfi co nejvétsim zachovani informacéni hodnoty. Ta ja (zcela intuitivné a heuristicky) nejnizi,
pokud se vSechny body zprojektuji do jednoho bodu. Cilem je tedy najit pfimku takovou, aby
data po projekci na ni byla co nejrozptylenéjsi, neboli méla co nejvétsi rozptyl. Pokud definujeme

Tyt + Ty
r=——

pak hledame v s ||[v||2 = 1 tak, aby

1 — 1 <& 1
52!\<v,xj>v—<v7f7f>v||§=52(<v,fvj>—<v, — vxj z)
j=1 j=1

bylo co nejvétsi, kde

je “kovarianéni matice dat”.
Zkusme danou tlohu Fesit pomoci Lagrangeovych multiplikator. Polozme tedy J(v) = vT Sv
a (vazba je |[v|?3 = vTv = 1)

L(v,\) = J() + A1 —vTv) =0T Sv + A1 —vTv).
Pak je
VoL(v,A) =2(Sv— \v) =0,

a tedy Sv = Av. Kritické body podezielé z extrému jsou tedy vlastni vektory matice S.
Vysledny rozptyl v kazdém takovém bodé je pak J(v) = v Sv = vTAv = X\. Maximum tedy
ziskdme pro nejvétsi vlastni ¢islo matice S. Vztah k predchozi kapitolce pak dostaneme, pokud si

uvédomime, 7e pokud matice X € R?¥*" je opét tvofena sloupcovymi vektory zi, ..., z,, pak je
n
XXT ZXuz z,v = ZXu,sz,z = Z(-Tz u «Tz v = (Z Tz ) )
z=1 z=1

tedy XXT = >"_, z,2. Tedy (pokud pro jednoduchost Z = 0) XX = nS a nejvétsf vlastni
¢islo S tak odpovida neretsnnu singularnimu ¢fslu X.

Pro obecné k by bylo mozno postupovat indukei (a de fakto takto dokédzat vétu o singularnim
rozkladu matice), nebo sta¢i pouzit piedchozi kapitolku. Pro podprostor L C R? je totiz x =
(v — Ppw)+ Ppx rozklad = na dvé na sebe kolmé komponenty. Je tedy ||z||3 = ||z — Prz||3+| Prz |3
a chceme-1i maximalizovat (pfedpokladejme opét pro jednoduchost, ze & = 0)

-~ Z 1Pra;|3 =~ Z(II%‘H% =l — Prajll3) Z I3 — = Z lzj = Pras;[3,

] 1

tak sta¢i minimalizovat druhy séitanec, protoZze prvni je nezavisly na L.
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Ve strojovém uceni se ¢asto na data nahliz{ jako na ndhodné nezavislé vektory vygenerované z
néjaké neznamé distribuce D. Terminologie stfedni hodnoty a rozptylu je pak naprosto pfirozena.

Posledni poznamka k terminologii. Volba béaze uy, ..., uq € R? umoziiuje vyjadiit kazde T €
R? jako
d
zp= > (rj,u)u,
I=1
tedy vyjadrit pocatecni data jako linedrni kombinaci ;. P¥i¢em?z ofezani tohoto rozvoje (tedy
sc¢itani pfes [ = 1,...,k) zachovd maximum mozné informace pro dané k. Je to tedy rozvoj x;
do komponent uy,...,uq, z nichZ u; je nejdilezit&jsi, pak nasleduje us, atd. Odtud tedy nézev

“Principal Component Analysis” (nebo-li analyza hlavnich komponent). Nalezené komponenty
jsou navic “nezavislé” (nebo-li na sebe kolmé).
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14 Princip neurcitosti

Princip neurcitosti z matematického pohledu fika, Ze funkce a jeji Fourierova transformace nemo-
hou byt obé zéroven silné koncentrované. Ve své nejjednodussi formé (obcas nazyvané Heisenberg-
Pauli-Weylova nerovnost) vypada nasledovné.

Véta 14.1. Necht f € La(R) a necht a,b € R jsou libovolnd redlnd cisla. Pak

([ - a)2|f(m)|2dx)1/2 ([ b)2|ff(€)|2d§)l/2 > L a

Diikaz. Nejprve provedeme (instruktivni) dikaz pro hladké funkce f € S(R). Jednoduchymi
substitucemi (tzv. translaci a modulaci, tedy pomoci funkci typu e*i<x’5>f(x — «) misto f) se
miuzeme omezit na a = b = 0. Navic mizeme pfedpokladat, ze || f||2 = 1. Poté dostaneme

1= [ l@Pde =~ [ el i@Pde =~ [ (ar'@) @) + T 2) o

— 00 —0o0

kde jsme pouzili parcialni integraci a identitu |f|> = ff. Plati tedy

1<2 [ ol @) I @)lde < 2 ( /- x2!f(w)|2dx>1/2 ( /- \f’(w)Ide>1/2-

Ditkaz pak jiz snadno dokonéime Parsevalovou identitou

12 = IF ()2 = 1€ - F£(E)ll2-

Tim je dokézano pro hladké f.
Dukaz pro f € Lo(R) plyne pak pomoci obvyklé aproximace. Budeme predpokladat, ze x f(x) i
EF(€) leziobé v Ly(R). Prop € S(R), ¢ > 0 a [ ¢ = 1 polozme f, = @pxf, kde p,(x) = ne(nz).
Potom || fn, — fll2 = 0 pro n — oo. Dale plati, Ze

E(F 1)) —E&(Ff)(&) = E&(F L — (Fe)(&/n))
a [[E(Ffn)Ell2 = E(F)E)|l2 plyne z E(Ff)(€) € La(R) a Lebesgueovy véty o dominantni

konvergenci.
Z xf(x) € Lo(R) plyne na druhou stranu, ze pro L > 0 velké, je f‘m|>L |z f(x)|?dr malé a

(uniformné v n) i f|m|>L |z fr(2)|2dx je malé, a odtud, Ze i ||z f(x) — xf,(z)]|2 — 0. Tim je ditkaz
hotov. O

V R? plati témér stejné tvrzeni, ditkaz (opét pro hladké f) plyne z identity

> ;xj(f%v(a:n? = Re(V/(2) - 2/(2)).

J=1

Vyintegrovanim pies R? a uzitim parcidlni integrace dostaneme

Hsz—Re</ Vi(e) 7 da:) | Vi@ af@wids
— |Vl e @2 = 1€FRE2 - 2f @]l

Princip neuréitosti plati v pfekvapivé obecnosti, pfedchozi véta pak vyplyne jako specidlnf

pripad.
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Véta 14.2. Necht A a B jsou (omezené ¢i neomezené) samoadjungované operdtory na Hilbertove
prostoru H. Pak

(A~ anfll- (B = bD)f > S (A, BIS. f)

pro vechna a,b € R a vSechna f v definicnim oboru AB a BA. Poznamenejme, Ze [A, B] =
AB — BA je komutator A a B.

Diikaz. Plati

([A, BIf. f) = (AB = BA)[, f)
= ({(A—al)(B=0bl) = (B =bI)(A=al)}f,f)
=((B=bD)f,(A=al)f) = ((A=al)f,(B=bI)f)
=2(Im((B —bI)f,(A—al)f).

Zbytek pak plyne z Cauchy-Schwartzovy nerovnosti. O

Véta plyne volbou
Xf(x)=af(z), Pf(z)=if(z).
Defini¢ni obory téchto zobrazeni jsou déany pf¥irozens, D(X) = {f € La(R) : zf(z) € L2(R)} a
D(P) = {f € La(R) : £F(§) € La(R)}.

Pokud f neni v D(X) nebo D(P), pak je leva strana (14.1)) nekonetna. Pokud je f v D(PX)
i v D(XP), pak obdrzime

(X, Pf(x) = ixf'(x) —i(zf(2)) = —if (x)

UE 1)), )] < 10X = aD)fle - (P~
5 = g/ (@), (@) < @ 2 [|(P = D) fll2,

kde
[(P =0I)fll2 = ||F(P = bI)fll2 = [|(§ = b)F f(&)l|2-

Princip neurcitosti Donoha a Starka

Jiné vyjadien{ faktu, Ze funkce i jeji Fourierova transformace nemohou byt koncentrované
zarovefi, poskytuje princip neuréitosti pochézejici od Donoha a Starka. Rekneme, Ze f € Lo (RY)
je e-koncentrovana na méFitelné mnoziné T C R?, pokud

([ rera)” <a.

Véta 14.3. Necht f € Ly(R?), f # 0, je ep-koncentrovand na T C R a Ff je eq-koncentrovand
na Q C R, Pak
T]- 190 > (1 — e — 20)?,

Dukaz. Muzeme jisté predpokladat, ze T a €2 maji kone¢nou miru. Definujeme dva operatory
obvyklé v analyze signali

Prf=xr-f

Qofe) = 7 (aF () = G [ @SR fe
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Oba tyto operéatory jsou ortogonélni projekce; Pr je projekce na {f € La(RY) : supp f C T} a Qq
je projekce na {f € Ly(RY) : supp Ff C Q}. P¥i tomto oznaleni plati, Ze f je ep-koncentrovana
na T', pokud

If = Prfll2 <er-[/fl2

a Ff je eq-koncentrovand na €2, pokud

If = Qafllz = lIxaeFfll2 <eq-|lfll

Nejprve odhadneme
1f = QaPrfl2 < If = Qafllz + [|Qa(f — Prfllz < (eq +er) | fll2
a dostaneme

1QaPrfll2 > [Ifll2 = IIf — QaPrfll2 > (1 —eq —e7)] f]l2-

Pro dokonéeni diikazu potiebujeme odhadnout ||QaPrf||2.

QuPrf(@) = F~ (P (Pri))(@) = s [ xal@F(Pr©)e<as

(2)
- e de = 1 2)e” €2 dzet s
- g [P D@t = g [ ] @i dea

_ (2711')d /Q ( /T f(z)eiﬁ'2d2>em'5d§.

Protoze f € Lo(T) C L1(T) a T i Q2 maji kone¢nou miru, integral konverguje absolutné a mizeme
pouzit Fubiniho vétu.

QuPrf(@) = o [ 1) ( / emfeif-zczg>dz
- [ K@i

kde

Ko = 30} [ o0t = X0 (7 ) a).

Hilbert-Schmidtovu normu Qq Pr spocteme jako

1QaPr|3s = / / K (a, 0)|2dadt,
Rd Rd

kde

X7 (1) xr(t)

t
B O Il = X053

K (2, t)]de = 20— - | TeF ' xall3 =

R4 (2m)

9]

QaPrls = [ [ 1K@t Pdeat =19 -7
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Nakonec vyuzijeme toho, Ze operdtorovid norma je nejvySe rovna Hilbert-Schmidtové normé a
dostaneme

(1 —er—e)*-IfI5 < 1QaPrfl3 < IQaPrl - | f13
<QaPrlls - 1F1I3 = IT1- 12 - || £13-

O

7 predchozi véty plyne jednoduchy disledek: Ma-li f € Lo(RY) jak supp f C T tak i
supp Ff C @, pak |T'|-|Q| > 1 - v pFedchozi vét& stadi zvolit ep = eq = 0.
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15 Nahodné algoritmy
B

Cilem je predstavit algoritmus pro tzv. Approximate Counting. Pokud méame v klasickém
pripadé urcit pocet vyskytt néjaké udalosti, tak inicializujeme poditadlo na nulu a pfi kazdém
vyskytu dané udalosti pfi¢teme jedni¢ku. Toto FeSeni je tak trividlni, Ze se zda, Ze neni moZné (a
7e ani neni diivod) postupovat jinak. Pokud nepot¥ebujeme znat ale piesny pocet téchto udélosti,
ale chceme (drasticky) snizit pamétovou naro¢nost (napfiklad proto, ze danych pocitadel mame
ulozeno velké mnozstvi), pak muzeme postupovat podle algoritmu Robert Morris, CACM ’78.

Trividlni FeSeni (viz vyse) vyzaduje [logy(n)| bita pfi n udalostech. Chceme-li znat piesny
pocet udalosti, pak je tento pocet i optimélni. PouZijeme-li méné bitt (nap¥. ¢t < [logy(n)]) a
zakodujeme-li ¢isla od 1 do n pomoci tohoto poétu bith (coz znamend, ze kazdému piifadime
jednu z 2! kodi, které lze z téchto bith vytvofit), pak se nutné nékteré dvé z téchto &isel musi
zobrazit na stejny kod a jsou tedy nerozlisitelné. Keyword:pidgeonhole principle.

Pokud potfebujeme znat pocet udalosti jen pfiblizné, pak toto lze zafidit randomizovanym
algoritmem. Ptesnéji, budueme chtit, aby vystup algoritmu (oznaceny n) spliioval

P(|n —n| >en) <9

pro n&jaké malé ¢, > 0. Typické hodnoty budou napf. € = % ad=0.01 (tedy 2n/3 <n <4n/3
s pravdépodobnosti alespoii 99%). Toto lze urcité zafidit s mensim poctem biti. V intervalu
[2n/3,4n/3) lezi pravé jedno dyadické &islo, tedy &islo tvaru 2%, k € N). Dyadickych ¢isel mezi 0
a 4n/3 je ca. logy(n) a na jejich zakodovani tedy staci logy(logs(n)) bitt. Podle stejného principu
je toto minimalni pocet biti. Je ale tato mez dosazitelna?

Algorithm 1 Morristiv algoritmus
1: Inicializuj: X =0
2: P¥i kazdé udalosti: zv&tsi X o 1 s pravdépodobnosti 5
3: Vystup: 2X — 1

Tedy 7 = 2% — 1. Intuitivné by tedy mélo platit, ze X ~ logy(n). Samoziejmé, X je nahodna
proménnd, a v8echny vlastnosti X plati s vétsi & mensi pravdépodobnosti. Analyza tohoto algo-
ritmu spoc¢iva v dikazu jeho vlastnosti. Pro ten acéel potfebujeme néjaké vlastnosti ndhodnych
proménnych.

e Necht X je ndhodnéa proménné s diskrétnim oborem hodnot S.
e Pak EX =3 . ¢ jP(X =),
e E(X+Y)=EX+EY (linearita stfedni hodnoty),

e Markovova nerovnost: Pokud X > 0, pak

EX

23Podle prvni piednasky Jelaniho Nelsona, Random Algorithms (pozdgji Algorithms for Big Data, Harvard)
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e Chebyshevova nerovnost

WA>0:P(X — EX| > A) < W.
Dikaz: Markovova nerovnost a
P(|X —EX|> \) =P(|X —EX|? > \?).
Stejné projde i s p # 2.
e Chernoff: Pro Xi,..., X, nezavislé s X; € [0,1]. Pak pro X = ). X plati
P(|X — EX| > AEX) < 2exp(-MEX/3), 0<A<1.

Dikaz: Oznacéme p; = EX; € [0,1] a p = >, p; = EX. Necht opét ¢t > 0. Pak X; =
0-(1—X;)+1-X; azkonvexity funkce z — e!* plyne

etXi < (1 — Xl')et'o + XZ : et'l == (1 — Xz) + €tXZ'
a ve stfedni hodnoté
Ee!X <1 — EX; + ¢'EX; =1 — p; + ep;.
Protoze
P(IX = p| > Ap) <P(X > (1+A)p) + P(X < (1-A)p),
budeme odhadovat jen prvni z obou pravdépodobnosti napravo, druhé je podobna.

Pro t > 0 tedy upravujeme (pomoci nerovnosti 1 + s < e*)
P(X > (14 Mp) = P(tX > (14 M)tp) = P(etX > (1FNP)

n n
< 67(1+)\)tpEetX _ ef(1+)\)tpHEetX¢ < e*(lJr/\)tp H(l — i+ etpi)
=1 =1

— o~ (1+N)tp H(1 +piel — 1)) < e~ (VP H epi(ef=1)
i=1 i=1
— o~ (IHNtpgp(e’—1)

Polozme nyni t = In(1 + \)

A P
< e (HNII+Nppr _ (¢ )
P(X > (14+Ap) <e e <(1+)\)1+/\

Posledni vyraz je pak men$i nez (e_)‘Q/ 3P coz lze ukazat pomoci elementarniho kalkulu.

V dalgim budeme postupné analyzovat Algoritmus 1, odvozovat jeho vlastnosti a navrhovat
upravy k jejich vylepseni.

Véta 15.1. Necht X,, je hodnota proménné X po n krocich. Pak E[2%" — 1] = n.
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Diikaz. Dtkaz provedeme indukei. Pron = 0 je X,, =0 a 2¥» —1 = 0 = n. V prvnim kroce je
X =0a X je tedy zvétseno o 1 s pravdépodobnosti 1/2° = 1, tedy (skoro) jist&. Tedy i pron = 1
je E2X1] =2 = 2.

Necht n > 2. Pak pfedpokladame, ze E[2X»—1] = n, pouzijeme, ze P(X,_1 = 0) = 0, a
pocitame

E[2%"] = i 2'P(X,, =)
=1

— iQi (P(Xn_l =i—1)- 21'1—1 +P(Xn1 =1) <1 - 21’>>

o0 oo ) oo
= WX, 1 =i— 1)+ 2P(X, 1 =i)— Y P(X, 1 =1)
i=1 =1 =1

o
= P(X, 1 =i-1)+E2" ] -1
=2

=E[2% 1] +1=n+1.

O
Véta 15.2. Ulozeni X po n krocich vyZaduje O(Inlnn) biti s pravdépodobnosti > 90%.
Dikaz. 7 Markovovy nerovnosti plyne
P(2% —1>10n) = P(ZX;O; Lo 1> < E[QX;O; 1} ~0.1.
Na ulozeni X,, budeme tedy (s pravdépodobnosti alesponi 90%) potiebovat nejvyse
Inln(10n) = O(Inlnn)
biti. 0

Nahodna veli¢ina 2%» — 1 m4 nejen stifedni hodnotu n, ale umime odhadnout i jak silné se
okolo této hodnoty koncetruje.

Véta 15.3. var[2¥n — 1] = 2221,

Diikaz.

var2Xn — 1] = B[2%" — 1 —n)? = B[2%" — 1)? — 2nE[2%" — 1] +n? = E[2% — 1]2 — n?
[22Xn] — 2E[2X] +1 —n? =E[22%"] —2(n +1) + 1 — n?

[22%°] —n? —2n — 1.

E
E
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Nyni spo¢teme E[22%n]
E[2*X"] = Z 22P(X
_ 2i _ 1 Ny 1
—Z? P(Xno1 =i — 1) g5 + P(Xn1 =)+ (1- 5)
=1
=3 2 HP(X =i 1)+ Y 2PP(Xy = i) — Y 2P(Xy = 1)
=1 =1 =1

— 4E[2Xn—1] + E[22X"_1] _ E[2Xn_1} — 3E[2Xn—1] +E[22X”_1] =3n 4 E[QQX”_I]_

Celkem tedy miizeme pouzit indukei. E[22%0] = E[1] = 1, E[22%X1] = E[2?] =4 a

+1)
E[22Xn] — 23 1_717 1
1+ 5 +
Celkem je tedy
3 1 3n? —2n% —4 -1
Var[2X"—1]:%+l—n2—2n—1: ”+3"2 n ”:”(”2 ).

Dohromady s Chebyshevovou nerovnost{ pak okamzité dostaneme

X, var2¥» —1]  n(n—1) 1
P(|2*" =1 —=n| > An) < T e S o

Tento odhad uz davé jakousi pfedstavu o velikosti E[2%» —1], ale cht&li bychom jesté lepsi odhad.
Dosédhneme toho jednoduchym trikem, paralelnimi kopiemi Morrisova pocitadla.

Algorithm 2 Morris+ algoritmus

1: Paralelné spustime k nezéavislych Morisovych pocitadel D G ¢
2: Vystup: Y, = %Z?‘:l@xi —1).

Véta 15.4. Plati E[Y,] = n, var[Y,] = "(221)-

Diikaz. 7 linearity stfedni hodnoty plyne E[Y,] = 1 Sk E[2X¥l — 1] = n. Déle z nezavislosti X/
1 k 1 k 2
— Xi
var[Yy,] = E[Y,, — [k‘z (2 n} —}E[k Z( -1 n)]

1 & j 1 n(n —1)
X3, _ Xn — —
= gz —1-—n)? k:2 E var[2 = Evar[2 -1 = TR
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Stejné jako diiv pak dostaneme

var[Y,] n(n—1) 1
P(|Y, — An) < = .
(I n| > An) < A2n2 2kX2n? T 2kN?

Aby byl pfedchozi vyraz mensi nez § > 0, museli bychom zvolit ﬁ =4, tedy k = ﬁ, tedy
zbytetné veliké. Nasledujicim trikem snizime 6! na In(6~1).

Algorithm 3 Morris++ algoritmus

1: Paraleln& spustime | nezavislych Morisovych| poé&itadel Y' ... V! s k =
tedy 0 =1/3
2: Vystup: Z, bude medidn Y}, ... Y! output je Z,.

y T

1
21/322

Potom vime, Ze ]YT? —n| < An s pravdépodobnosti alespon 2/3. Definujme

A — 1, pokud Morris+ neuspél, tedy pokud \er —n| > An,
T 0, jinak.

Pokud Morris++ neuspéje, tedy |Z, — n| > An, pak to znamend, Ze neuspéla aspoii polovina
Moris+ instanci, tedy kdyz Zinzl Ay, > 1/2. Pouzijeme EA; < 1/3 a Chernoff bound a dostaneme

P<zl_: A > ;) < P(zl_: Ay — Z_: E[A] > é)
< P(‘;[Am —E[Am]H > é)
l

gP( mZ::l[Am—E[Am]H > @wm)

1 1 l l
< . 2 = - )< ).
_2exp< SG[EAL2 [EA 3) 2exp< 3-36EA> _2exp< 36>

Chceme-li posledni vyraz zmengit pod § > 0, sta¢i volit [ = O(In(671)).
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16 Laplactv operator

Polarni souradnicd®’]
(Skoro) kazdy bod roviny (z,7) € R? = R x R Ize vyjadfit jako

T =TCos, (16.1)
y =rsingy, (16.2)

kder > 0a ¢ € (—m,m). Tento zapis muzeme zkratit jako (z,y) = ®(r, @), kde @ : (0, 00) x (—m, )
je dano a .

Pievodem funkce (a operatoru) do polarnich soufadnic rozumime néasledujici tlohu: Pokud je
f(x,y) (hladkd) funkce proménnych x a y, najdéte funkci w(r, @), tak aby w(r, ¢) = f(®(r,¢)) =
(fo®)(r,p). Dale pak chceme vyjadrit parcialni derivace prvniho a vyssich fadu funkce f (podle
x a y) pomoci parcialnich derivaci w (podle r a ¢). Pii tom chceme, aby se v danych vyrazech
vyskytovaly parcidlni derivace ® podle r a ¢ (které jsou na prvni pohled snadno vyjadfitelné),
ale radi bychom se vyhli derivacim ®~!, které jsou mnohem technictéjsi.

Pro poléarni soutfadnice lze tuto tlohu vyfesit “hrubou silou”. Definujeme

w(r,¢) = f(rcosp,rsingp) (16.3)

a tento vztah derivujeme tolikrat (podle r a ¢), kolikrat bude zapotiebi. Dostaneme

0 0 : 0 . .

Ew(r, ) = %f(r cos p, rsiny) - cos ¢ + 8—yf(r cos p,rsiny) - sin g, (16.4)
0 0 : : 0 .
%w(r, ) = %f(r cos p,rsiny) - (—rsine) + oy (rcosp,rsing) - (rcosy). (16.5)

7 této soustavy dvou rovnic o dvou nezndmych vyjadiime

1 0 0

0 0 . .
gl #0) = gpfreosprsing) = (reosg - g g) —sing - gou(re))

0 0 . 1 . 0 0
a—yf(x,y) = 8—yf(rcosgo,rsmg0) = ;(TS]H(,O . aw(ng&) + cosp - %w(r,cp)).

Mame-li tedy rovnici (16.3), vyjadiime parcialni derivace f podle x a y tak, Ze vezmeme parcialni
derivace w podle r a ¢ a dosadime do pfedchozich rovnic. Formélné byva zvykem tento zapis
zkracovat na

9 = }(7’(30390'2 —sincp-£>
or r or Oy

9 = }(rsincp'g—i-coscp'i)
dy r or dp/’

nebo dokonce

1 0 ) oy 1 , 0 0
V— <T<T’COSQO' E —SsSmae - %>,;<TSHIQO' E"‘COS@' 880))’

24 Antonin Cesik, 20. 3. 2019
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nebo
ﬁ sin ¢ 2
2 sin ¢ cose i
oy T dp

Tyto formule lze aplikovat kdykoliv, mame-li né&jakou funkci prevedenu do polarnich soufadnic
(jako v ({16.3))), tedy napiiklad i na E%f' Dostaneme tak

& o = 2 (L fo)
- %(T’COS@. aar _sjn¢.a€;) (COS(p . ;w(h@) B sir;@ ' ;@w(rj(p))
= i{r cos? cpaa;w(r, ©) — rcosgosinap[—éaa(pw(r, ©) + i@f;pw(r’ 90)]
_ sin‘P[(— sing) - %w(r, ©)+cosp - 8?(;)71;(7«’ Sp)}
Bl Dty o)
a
I = o (o)
= %(Tsingo . 881" + cosp - ;p) (singp- gw(r, o)+ 00;80 ] ;Sow(n@))
= Mot o Lyt p) + v peos [ i)+ 152wt
82

8r(9g0w(T’ cp)]

[(— sing) - ;pw(r, )+ cosy - ;;w(r, go)} }

0
+ coscp[cosgo . 8—11}(7“, ) +sing -
T

COS

“Prostym sectenim” pak dostaneme

82 2
Af(z,y) = @f(l“a y) + Tygf(%y)
0? 10 1 0%
= WU}(T’ @) + ;Ew(r, @) + 728780210(7“, ©),

coz byva opét zkracovano jako

? 10 19 10/ 0 1 62
A= P10 1P 100y 10
or?2  ror r20p? ror\ or r2 02
Poznamenejme jen, Ze prevod Laplace do polarnich soufadnic je natolik pfimocara zalezitost, Ze
stacilo napiiklad jen vyderivovat (16.4) a (16.5)) jesté jednou podle r a ¢ a vzniklé rovnice vhodné
nakombinovat tak, aby napravo vznikl Af(z,y).
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Valcové soufadnice

Valcové soufadnice v R3 jsou dany prosté jako polarni soufadnice v rovinich paralelnich s
x — gy rovinou, tedy

H

= 7 COS ©,

Qd

=rsiny,

z=¢ (nebo prosté jako z = z).

Nepiekvap{ proto, ze dostaneme

Q = 1(7“<:oscp ag—simp-E»

or r r dy
221( Slnw'g—l-cosgwg)
oy r or 0p/’
a —_
Gz_8§

10/ 0 1 92 0?
N () R 8

Sférické souradnice
Sférické soufadnice jsou dany (napiiklad) pomoci

T = TCoS P cosb,
y = rsingcosb,

z =rsind,

kder > 0,p € (—m,m),0 € (—7/2,7/2). Jakkoliv by bylo mozné pouZzit hrubé sily a diferencovat
vyraz
w(r,¢,0) = f(rcospcosf, rsingcosb,rsinb)

podle 7, ¢, a 0, zd4 se byt tento zpusob vice méné neupoditatelny.
Projdeme dva, zcela rizné zpuspoby, zaloZzené na dvou odlignych napadech.

Prvnf{ zpﬁsob@ vyjadfuje sférické soutfadnice jako slozeni dvou valcovych transormaci. Defi-
nujeme

x ocos ¢’
(J:)y?'z) :@(Qu @/75)7 yl = QSiH(p,
z 3

g r cos 6
¢ = ¥

£ rsinf
Prostym dosazenim snadno zjistime, ze (x,y,2z) = (® o ¥)(r,p,0). Aby déle bylo (o,¢’,&) €
R4 x (—m,m) x R, je t¥eba zvolit (r,¢,0) € Ry x (—m,7) X (— 7r/2,7r/2). Vyuzitim pfedchozich

(0,¢',6) = W(r,,0),

25Radek Futik, FJFI, CVUT
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vztahti pro vilcové soutadnice pak dostaneme

9?2 92 0?2
~ o o 2
#1012 &
00 000 0?09 02

0?2 0?2 1 0 1 0?2

- 87924— €2 + TCOSH%+ r2cos? 0 Op?’

A

Posledni ¢len je jiz hotov. Soudet prvnich dvou ¢lenti (tedy soucet druhych derivaci podle o =
rcosf a & = rsinf) mizeme vyjadiit pomoci formule odvozené pro polarni soufadnice

0? 0? 9?2 10 1 92

9 Toe a2 ror r2oe

Chybi tedy ptevést tieti ¢len, resp. derivaci podle . Ta opét odpovida derivaci podle x v polarnich
soufadnicich, tedy

izi(rcos@-g—sinﬁ-gg)
Dosazenim pak
N T R
002 02 rcosfdo  1?cos?l0p?
9> 19 1 02 1 O sinf 09 IRNGE
_W—F;E—Fﬁ@—krwsﬂ(cose'g_ r %) 12 cos? 0 Dp?

_ié(ﬂé>+ L Q«mw_éy% 12
r2or\ or r2cos 6 96 00 r2 cos? 6 Op?

20 9 1P w0 0 1@
ror  Or2  r2002 1r2cos000 @ r2cos?600p?

Druhy zptisob prevodu Laplace do sférickych a cylindrickych soufadnic je zaloZen na tom, Ze
tyto systémy soufadnic jsou ortogonalni - jsou urceny vzajemné kolmymi plochami.

Necht wu,v,w jsou kiivo¢aré ortogonalni soutadnice v R3. Necht &, €y, €. je kanonicka béze
R3. Definujeme (vektorova pole, g(u,v, w) = (x,v, 2))

é’u:hluﬁug, kde
oo (0 O 02
“=\Bu ou 0u )’

2 2 2
hu — @ + @ + %
ou ou ou
a podobné é, = i@vg a €y = i@wg. V dalsim budeme ptedpokladat, ze €y, €,, €, jsou v kazdém

bodé na sebe kolmé.
- .1 > 1 - _ 1 -
a) Dokazeme, ze FoCu = grad u, RoCy = grad v, P Cw = grad w.
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Nejprve spo¢teme pro hladkou funkci f

ad fog, — (0L 00 OF\ 1 (0x Oy 0z

& “w=\0z y’ 9z ) hy \Ou 9u’ du

1 [0f0x Ofdy Of0 1
[fx+ foy . fZ]

orou  ayou  dzou| w0

(16.6)

hy

a podobné pro v a w. Celkové plati

iavf ' gv + i8wf ' €w~

1
grad f = h?auf $ €y + ™ ™

Pro f(u,v,w) = u vychéazi

1
gradu = h—ueu

a stejné pro v a w.
b) Odvodte pro vektorové pole F' = F, e, + F,é, + F€, reprezentaci

1

dgvF— L
v hmhvhw[

Ou(hohwFy) + Oy (hyhw Fy) + Ow(hyhy Fuy)).

Néavod: Napiseme €,, €,, €, jako vektorové souciny a pouzijeme a) a vhodné formule pro diver-
genci. Obdrzime F = F,€y, + F,€, + Fw€y a €, = €y X €y, €y = €y X €y, €y = €y X Ey.
Celkem tedy

div F = div(F,&, + F,&, 4+ Fy,éy)
= div(Fyey,) + div(Fyéy) + div(Fuéy).
Upravime prvni ¢len?|
div(Fyé,) = div(F,(€y X €y)) = div(hyhy Fy(gradv x gradw)) =
= grad(hyhy Fy)(grad v x grad w) + (hyhy Fy) div(grad v x grad w)
1 1
- E)(——é, xé,) = £ (——¢
grad(hyhy Fy) (hvhw €y X ew> grad(hyhy Fy) (hvhw eu)

L
T ol

grad(hyho Fy) - Ou(hohwFy),

1
 hyh

kde jsme opét pouzili (16.6]).
¢) Pro skalarni funkci f = f(u, v, w) ukazte, ze pro Laplactiv operator plati nasledujici repre-

zentace . bk Wk bk
A#Wmmwh«hm%0+%(hv&0+&(hw%0}

2 div(fV) = V grad f + fdiv V; div(grad v x grad w) = rot(grad v) - grad w — grad v - rot(grad w) = 0
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Pouzijeme b) a vypocteme

Af = div(grad f)

1 1 1
=div 78uf gu + 781),](. 'gv + 7811).](‘ 'gw

oy Dy hoy
~—— —— ~——
Fy F, Fy
1
= ul\ly wFu v\ My va w\ My vo
W Ou(hhu ) + (b Fy) + Bu(huho Fu)

1 1 1 1

Konec¢né toto pouzijeme pro transformaci Laplacova operatoru.
Sférické souradnice:

x = rsinf cos @,

y = rsinfsin p,

z =rcosb.
sin 6 cos rcos 6 cos —rsin @ sin @
gr = |sinflsing |, gg=|rcosfising |, g,= | rsinfcose
cosf —7rsinf 0

und
he=llgell =1, ho=llgoll =7,  hy =gyl =rsind.

N 2. ,0f . 0f 1 af
Af= r2sin 6 [& (T Sme@r) + % <bm989> +9, <Sin9 6@)]

C28f 9  cos§ Bf  18°f 1 0%

ror | Or2 ' r2sinf 00 | r2 002 ' r2sin200p?

Valcové soutadnice:
r=rcosp, yYy=rsiny, z=2z.

hr.=1, hy=r, h,=1.

=2 () 0 () 0 2)]

0?2 19 1 0% 9?2
= f+ —f+ f+—f

T o2 ror 2092 ' 922
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17 Atom vodiku

V této kapitoleE] projdeme FeSeni Schrédingerovy rovnice pro atom vodiku. Druhd mocnina ab-
solutni hodnoty funkce ¥ = 9 (x,y, z,t) tedy bude odpovidat hustoté pravdépodobnosti nalezeni
elektronu v ¢ase t v daném bodé¢, tedy pro kazdé ¢ > 0 plati

[, gz PGy z) = 1

Dale z toho plyne, Ze v je uréena jen na konstantu - komplexni ¢islo s absolutni hodnotou jedna.
Vyvoj funkce ¥ (x,y, z,t) v Case je dan rovnich_g]

19Y

at = H¢’

kde Hamiltonian H je dén
2

~ h

Zde je m hmotnost elektronu a V' (r) potencialni energie elektrostatického protonu, tedy

V(T):—e—, r=+x%+y2+ 22
r
Celkem tedy budeme Fegit rovnici
oY h? e?
h— = —— Ay — —). 17.1
ot 2m v r v ( )

e Sféricky symetricka feSeni - s-orbitaly
Budeme hledat stacionarni FeSeni této rovnice, tedy feSeni, kde |¢(z,vy, z,t)| nezavisi na case:
Y = efOq)(x,y, 2). Diky sferické symetrii piivodniho problému je pfirozené hledat feeni, které
zavisi jen na poloméru, tedy 1) = e/ (Dy(r). Po dosazeni tohoto tvaru do je videt, ze f/(t)
musi byt konstanta, tedy funkce f musi byt linearni: f(t) = —Et/h. Celkem tedy hledédme FeSeni
[@71) ve tvaru o(z,y, z,t) = e~ W/MEL) (),

Po dosazeni do vidime, 7e v (r) musi spliiovat

2

a2

Po prevodu do sférickych soutadnic

r=rsinfcos¢, y=rsinfsing, z=rcosh

je
1 0? 11 of 1 0%f
A =—-— —— . 17.2
fr6.9) = o5+ 5 {sm(989(8m939>+sin293q52} (17.2)
Protoze ale 1 nebude zaviset na 6 a ¢, vSe se zjednodusi na
1 d? 2m e?
rdr2< ) = - h2 <E+ )1/1

2Tyiz. http://www.feynmanlectures.caltech.edu/III_19.html; na seminaii pFednasel Jan Krejéi 14. 3. 2019
28¢ je naboj elektronu, A je Planckova konstanta.
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Abychom zjednodusili konstanty, preskidlujeme problém zavedenim

K2 me?
a dostaneme d2( 1,!))
0
do? (6 + )QQ’Z)

Preskalovani znamend, Ze méfime energii a polomér v pfirozenych “atoméarnich” jednotkach, tedy

h2
o=r/rg, rB= — Bohriv polomér, ca. 0.528 Angstromi
me

e=F/Eg, Egr= me4/2h2 Rydbergova energie, ca. 13.6 eV.

Dale ozna¢ime f = o1 a feSime rovnici

fQJ;:—<6+Z)f.

Dale predpokladame f ve tvaru f(o) = e~ *g(p), kde a € R a g(p) spliuje

d%g dg 2
-2l (2 2)g=0.
102 do + 0 +et+a’)g
Parametr o > 0 miizeme zvolit, a podle pfedchozi rovnice bude vyhodné zvolit o? = —e. Zde je

nutné si uvédomit, ze £ < 0 - nulova energie odpovida protonu a elektronu nekoneéné& vzdalenym
od sebe, FE je energie elektronu a protonu ve vazb€, a ¢im nizsi E, tim stabilnéjsi stav. Celkem

dostaneme

d%g dg 2
29 902 4L Zg=0.
d® ~ “dp N 0’

Tuto rovnici miZeme veelku snadno vyfesit pomoci mocninnych fad. Dosadime

=Y ad®, (o)=Y akd, ¢"(0) =D ark(k —1)¢"?
k=1 k=1 k=1

a dostaneme

00
Z kak+1 — 2akay + 2ak] -1—=o.
k=1

Zvolime tedy aj libovolné (vlastni funkce 1 je urcena az na konstantu!) a dopocteme

2(ak — 1)
=——"qa;, k>1 17.4
o = e k> (7.4
Ne vSechna tato FeSeni ale maji matematicky ¢ fyzikalni smysl. Vybér lze provést dvéma (na-
vzajem ekvivalentnimi zptsoby). Z pohledu funkcionélni analyzy je nutné nejen splnit rovnici
Hip = Evp, ale i ¢ € Ly(R3). Z fyzikalniho pohledu jsou zajimavd jen feSeni s ¢(r) — 0 pro
r — oo: elektron ma byt vazdn protonem.

Lehce neformalné lze postupovat takto: P¥i k — oo je (17.4) aproximovatelné api; = %‘lak
(20)*

a agy1 ~ 47— To jsou ale koeficienty fady €2 coz ani v kombinaci s faktorem e~“¢ neni
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pouzitelné. Pokud ale a = 1/k > 0, pak a1 (a i vSechny nésledujici a;, [ > k + 1) bude nulové.
To uz spolu s faktorem e=“¢ plné postacuje.

Celkem tedy mame FeSeni pro a = %,n =1,2,... a—e=1, i, El), ... Tim jsme nasli vSechny
sféricky symetrické orbitaly elektronu, jejich energie je déna jako

me4

n=123,...; Fr= ~ 13.6eV

n2’ 282

je Rydbergova energie.
Prvni t#i vlastn{ funkce k n = 1,2, 3 pak maji tvar

e ReSeni zavisejici na 6 a ¢
Dosadime-li ¢(z,y, z,t) = e~ /ME)(z 4. 2) do (I7.1) a uZijeme obecny tvar Laplaceova opera-
toru ve sférickych soufadnicich, dostaneme

2

:«5:2“‘”) + ri?{snlleae (Sme%> * sinlz&gf;é} = _QfT?(E+ e?)‘”

Rovnici budeme Fesit pFedpokladem separovatelnosti proménnych, tedy ¥ (x,y, z) = Y (6, ¢)F(r),

¢im?Z dostaneme
Y 02 F 9 oY F 0%y 2m e?
———(rF —_ _—— =——|E+ — |YF.
rG'rZ(T )+r2sin080<sn089)+r2sin298q§2 h2 ( + )

Celou rovnici vynésobime v a separujeme zdvislost na ¢ a ¢ od zdvislosti na r
o2

: {811119889( mg?g) * Slrigﬁg;};} - _7:{71"(7:2(TF) + 27;1 (E+ )F}

Protoze obé strany zévisi na jinych proménnych, musi byt rovny konstanté - kterou oznaéime
—K a fesime tedy soustavu dvou rovnic

1 0 oy 1 0%
sin 0 00 (SM%) tanZoaer - KV (17.5)
T o 2 KF

Rovnici (17.5)) vyFesime (opét) separaci, tedy dosazenim Y (0, ¢) = f(0)g(¢). Poté pronasobime

f(sg)l; (9¢) a dostaneme

sind 0 ¢ OFO)Y oo, 1 9%9(0)
78y 06 im0 ) ~ K0+ o e =
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Prvni dva ¢leny zavisi jen na 6, posledni ¢len zase jen na ¢ - oba jsou tedy rovny jedné konstanté
(ktera opét zavisi na K)

sinf 0 af(0) ) B
@) 90 (sm@w) — Ksin?0 =M (17.7)
1 Pgle)
o e =M (17.8)

Zatneme rovnici (I7.8)). ProtoZe hleddme periodické feSenf na [—, 7], dostaneme M = m? (kde
mEZ)agn(f) = 6””9. 2% Tuto hodnotu dosadime do a dostaneme

0
1n6%<s1 no ]E;(G )) — Ksin?0f(0) —m>f(0) = 0.
Toto je Sturm-Liouvillova rovnice, jejiz periodické feseni existuje pro K = [(I + 1) pro celociselné
l's 1> |m|. Celkem tedy méame pro —! < m <[ funkce Y} ,,(6, ¢), tzv. spherical harmonics.

Kdyz toto dosadime do (|17.6)), dostaneme rovnici
1 d? 2m e I+ 1)A?
el R R el 12

Opét preskalujeme, cf. (17.3)

r 2mr?

1d*(oF) 2 I(l+1)
o do® __{GJrE_ 0’ 5

Pro oF (o) = e~ *°G(p) a a® = —¢, kone¢né dostavame

—— — 20—
do? do

0 1%

d? d 2 I(l+1
G G G{ I+ )} _0.
Dosadime opét
= iawk o= i’mk@k& iG ik ~Dag™™?
) dQ ) 2
k=1 k=1 k=1

a dostaneme

oo
I(l+1
> Hk — (I + D} agy1 — (2ak — 1)ag) ot — e _
k=1 S
U 07! je jen jeden &len, takze musi byt nulovy, tedy I(I 4 1)a; = 0. Pro [ = 0 bychom dostali nage
piedchozi TeSeni, musi tedy byt a; = 0. Pro ostatni k pak vychézi
[k(k+1) =11+ 1)]aks+1 = 2(ak — 1)ag,

coz pro k # [ muzeme piepsat i jako

2(ak —1)
k(k+1)—1(1+1)

Q41 = ag.

29Pfesnéji, gm(0) = oy cos(mt) + g sin(mt).
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7 a; = 0 tedy plyne, %e a; = 0 pro k < I. Clen aj+1 muzeme zvolit libovolné (presnéji feceno
bude nakonec uréen Ly-normalizaci) a dopoditavat ajyo, ajis,. ...

Pokud an — 1 # 0 pro v8echna p¥irozena n > [ + 1, fada bude opét nekonetnd a vysledna
funkce nebude lezet v Lo(R3). Toho lze tedy dosahnout jen tak, Ze zvolime n > [ + 1 pevné a
a = 1/n. Nakonec obdrzime a,+1 = 0 a odtud jiz apt2 = aptg =--- = 0.

Celkem tedy méame pro kazdé [ > 1 mozné TeSeni F),; pro n > [ + 1. Kazdé feSeni mé energii

Prislusné vlnova funkce pak mé tvar

¢n,l,m = aY},m(ea ¢)Fn,l(g)7

kde Y] ,,, jsou sférické harmoniky a
QFn,l(Q) =e % Z aka-

Cisla I, n a m se nazyvaji kvantova ¢sla. Cislo n = 1,2,3, ... (hlavni kvantové cislo) ur-
Cuje slupku elektronové vrstvy. Orbitdlng kvantové ¢islo | = 0,1,2,... urcuje podslupku: [ =0
odpovida s-orbitalim, [ = 1 odpovida p-orbitalim, .... Konetné magnetické kvantové ¢islo
m = —l,—l+1,...,1—1,1 rozlisuje mezi jednotlivymi podslupkami, nap¥. prol =1lam = —1,0,1
dostavame tii p-orbitaly ps,py,p-.
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18 Entropy numbers

The concept of covering numbers can be traced back to the work of Kolmogorov [23] 24] and
became since then an important tool used in several areas of theoretical and applied mathema-
tics. Furthermore, Pietsch introduced in his book [30] a formal definition of an inverse function
of covering numbers under the name of entropy numbers. Later on, Carl and Triebel [0, [9] inves-
tigated the relation between entropy numbers and other geometric and approximation quantities
related to sets and operators, most importantly to eigenvalues of compact operators.

Due to the natural definition of covering and entropy numbers, and due to their relations
to other geometric notions, these concepts found applications in many areas of pure and applied
mathematics, including geometry of Banach spaces [3] [4}, [7, 16l B1], information theory [20] 32} [36],
37, [38], and random processes [27, 28]. They also appeared in the theory of compressed sensing
[5L I1] in the study of optimality of recovery of sparse vectors and in the study of eigenvalue
problems in Banach spaces [13]25]. One of the most important classes of operators, whose entropy
numbers are well understood and often applied, are the identities between finite-dimensional
vector spaces. The main aim of this note is to present a self-contained overview of this area. To
state the main result in detail, we need to recall some notation.

The couple (X, | - ||x) is called a quasi-Banach space, if X is a real or complex vector space
and the mapping || - ||x : X — [0, 00) satisfies

(i

) |lzl|x = 0 if, and only if, x = 0,
(ii) |az||lx = |a| - ||z||x for all @« € R (or in C) and all z € X,
)

(iii) there exists a constant C' > 1 such that ||z +y||x < C(||z]|x + [Jylx) for all z,y € X,
(iv) X is complete with respect to || - || x.

If the constant C in (iii) can be chosen to be equal to one, X is actually a Banach space. If || - || x
satisfies the axioms above with (iii) replaced by

lz+ylx < llzlk + llyl, =yeX

for some 0 < p < 1, then (X, || - || x) is called a p-Banach space and || - || x is a p-norm. It follows
that a Banach space X is also a p-Banach space for p = 1. It is easy to see that every p-norm is
a quasi-norm with C' = 2'/P=1, On the other hand, by the Aoki-Rolewicz theorem [I| [33], every
quasi-norm is equivalent to some p-norm for a suitably chosen p. We refer to [22] for a survey on
quasi-Banach spaces.

If X is a vector space equipped with some (quasi-)norm or p-norm || - || x, we denote by Bx
its unit ball, i.e. the set Bx = {x € X : ||z]|x < 1}. The symbol £(X,Y) stands for the set of
all bounded linear operators from X to Y. For 0 < p < oo, we define £;}(R) (or £;(C)) to be the
Euclidean space R™ (or C") equipped with the (quasi-)norm

- 1/p
(Zm\p) , 0<p<oo;
i=1

11;12% |z, p = oo.

[zllp = ()i llp =
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The unit ball of £(IR) will be denoted by B,. It is easy to see, that £};(R) and £;(C) are Banach
spaces if p > 1 and p-Banach spaces if 0 < p < 1. Therefore, we will denote p = min(1,p) and
use the triangle inequality in £7(R) and £;(C) in the form

=+ ylip < Nzlf +llyllp.

We define now the concept of entropy numbers of a bounded linear operator T' between two
(quasi-)Banach spaces X and Y. Essentially, we are allowed to use 2¥~1 balls of radius r in Y to
cover the image of the unit ball of X by T and ex(T) denotes the smallest r, for which this is
still possible.

Definice 18.1. Let X and Y be Banach spaces, p-Banach spaces, or quasi-Banach spaces. Let
T : X — Y be a bounded linear operator and let & > 1 be a positive integer. The k™ (dyadic)
entropy number of T is defined as

2k71
en(T) = inf{r >0:3y1,...,yp1 €Y with T(Bx) € | (5 + TBy)}. (18.1)
j=1

The relation of the entropy numbers to the covering numbers of Kolmogorov is quite strai-
ghtforward. If K C Y and r > 0, then the covering number N(K,Y,r) is the smallest number N
such that there exist points y1,...,yn with K C U;V:l(yj + rBy). The entropy numbers ex(T")
can then be equivalently defined as

en(T) = inf{r > 0: N(T(Bx),Y,r) < 2F 1.

Although easy to define, the entropy numbers of some specific operator T' are usually rather
difficult to calculate, or estimate. One class of operators, where the upper and lower bounds on
entropy numbers are known, are the identities between finite-dimensional vector spaces. The main
aim of this note is to present a self-contained proof of the following result.

Véta 18.2. Let 0 < p,q < o0 and let n € N.

a) If 0 < p < q < oo then for all k € N it holds

1 if 1<k<logyn,
1 1
I 1+n/k)\r o .
entid s (@) — @) ~ | (LI g ucisn s
k—1 1_1
27w na if n<k.

b) If 0 < q < p < oo then for all k € N it holds

k—1 11

ex(id : C}(R) = (M(R)) ~ 2~ 5 na . (18.3)

The constants of equivalence in both (18.2) and (18.3) may depend on p and q, but are independent
of k and n.
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Theorem was first proved for 1 < p < ¢ < oo by Schiitt [34] with partial results given
before by Hoéllig [21] and Pietsch [30, Section 12.2]. The case of quasi-Banach spaces (i.e. when
p and/or ¢ is smaller than one) was studied by Edmunds and Triebel in [I3], Section 3.2.2], who
provided the estimates from above in including the intermediate k’s with logan < k < n.
Finally, the corresponding lower bound was supplied by Kiihn [26] and, independently, by Guédon
and Litvak in [I8]. Although all the estimates in Theorem may be found in the literature
since nearly two decades, there seems to be no place, were all the parts would appear together -
the reader has to combine several sources, sometimes using different notations.

Interestingly enough, the proof of Theorem requires a combination of several different
techniques, which are of independent interest. The most natural are the so-called volume ar-
guments. Quite intuitively, if we want to cover a body K C R” by a number of other bodies
Ly,..., Ly C R", then their volume combined must be larger than the volume of K. Here, vo-
lume can be any positive measure on R". As L;’s are now different translates of a fixed dilation of
one fixed body L, it is most convenient to work with a shift-invariant measure, which behaves well
with respect to dilations. It is therefore most natural to work with the usual Lebesgue measure
on R™ and vol(K) will be the usual Lebesgue volume of a measurable set K C R™. If K = By
and L = By are unit balls of some quasi-Banach spaces X and Y, and if the number N is fixed
to be N = 2¥~1 for a positive integer k, this can be immediately translated into lower bounds of
the entropy numbers e (id : X — Y).

With a bit of additional work, volume arguments can be also used to give upper bounds on
entropy numbers. Indeed, if r > 0 is fixed, we take a maximal set y1,...,yny € Bx C Y with
|lyi—vyjlly > r. Then, on one hand, the sets y;+cirBy are disjoint and Bx is covered by the union
of y; 4+ carBy for suitably chosen constants c1,c2 > 0. On the other hand, the sets y; + c1rBy
are included in a certain multiple of Bx, which must therefore have a larger volume than all the
disjoint sets y; + c1r By combined. This gives an upper bound on their number IV, leading to an
upper bound on the entropy numbers.

Although the volume arguments represent a powerful technique, which can in principle be ap-
plied to all the parameter settings in Theorem the obtained bounds are not always optimal.
Actually, it turns out that the volume arguments provide optimal bounds (up to a multiplicative
constant) only when k is large or, equivalently, when r is small. For smaller k’s, direct combi-
natorial estimates are needed to provide both the lower and the upper bounds. Geometrically it
means, that any good cover of T'(Bx) with a small number of sets y; + rBy needs to have big
overlap and/or to cover also some large neighborhood of T'(By).

The structure of the paper is as follows. Section gives basic properties of entropy numbers
and Gamma function, presents the calculation of the volume of B}, and provides a couple of
lemmas used later. The proof of Theorem comes in Section Finally, Section collects
few additional remarks and topics, including the extension of Theorem[I8.2)to the complex setting.

18.1 Preparations

We start by recalling few well-known basic facts about entropy numbers. Although the reader
may find the proof, for instance, in [8] or [13], we include it for the sake of completeness.

Véta 18.3. Let X,Y,Z be p-Banach spaces for some 0 < p < 1. Let S,T € L(X,Y) and
Re L(Y,Z). Then, for all k,l € N, it holds

(i) |T|| = e1(T) > e2(T) > --- > 0 (monotonicity);
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(it) e, (S+T) < e (S)+e)(T) (subadditivity);

(111) exri—1(RoT) < er(R)-e(T) (submultiplicativity).
Diikaz. Monotonicity of entropy numbers follows directly from ([18.1)). Similarly, e;(7T") < ||T| is
implied by T'(Bx) C ||T|| - By

For the proof of subadditivity, let k,l be positive integers and let € > 0. Then there are
Yly .- Yoh—1 €Y and z1,...,29-1 € Y with

2k—1 21—1
SBx)c | (yi—l—(ek(S)—i—E)By) and T(Byx) C U(zj—f—(el(T)—l—E)By).
=1 j=1

Then

(S+T)(Bx) C S(Bx) +T(Bx)

2k—1 2l—1
e U+t +amy) [+ [U (s + @ + o)
i=1 =1

= U (s + 2+ (exl($) +©)By + (e(T) + ) By )

(o + 2+ [(ex(S) + 2 + (a(T) +2)7) /7By )
1,J
and taking the infimum over € > 0 gives the result.

The proof of submultiplicativity follows in a similar way. Indeed, if k,[ are positive integers
and € > 0, we find y1,...,y9u-1 € Y and 2z1,...,29x-1 € Z with

2171

7(Bx)  |J (yﬁ— (el(T)—i—s)By) and R(By) C U ( +E)Bz>

i=1 =1

The proof then follows from

(RoT)(Bx)=R(T(Bx)) C R(zL_J (yi + (e)(T) + €>By>>

= U (Ru+ () + o)R(Br)
C U(Ry, )+e)z; + (e)(T) + ) (ex(R) + E)Bz>. O

We will also need few basic facts about the Gamma function, which is defined by I'(t) =
Jo© x'~te " dx for every positive real number ¢ > 0. By partial integration, we get
I'(1+t)=tI(t) forevery t>0 (18.4)
and I'(n) = (n — 1)! for every positive integer n. Furthermore, by standard calculus it follows
that I' is a continuous function on (0, c0).
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Lemma 18.4. Let 0 < p < oo. Then
D(1+z/p)t* ~a'? x> 1, (18.5)
where the constants of equivalence may depend on p.

Diikaz. The result is a corollary of Stirling’s formula [35, Chapter A.2, Theorem 2.3], but we give
also a simple proof for reader’s convenience.
If x = n is a positive integer and p = 1, the result follows from

nlog(n) —n <log(n!) =log(I'(1 + n)) < nlog(n), (18.6)

where the right-hand side of (18.6) comes from n! < n™ and the left-hand side can be obtained
by taking the Riemann sum of fln log(z)dz at right endpoints.
We modify this strategy also for £ > 1 and p > 0. Let k € Ny be the unique integer with

1 1
k<l Ztk4l
p p p
Iterative application of (18.4) leads to

k—1

L(1+a/p)=T(z/p—k+1) [[(@/p—j) < Cpla/p)t, (18.7)
j=0

where C), = supy /4 1<1<1/p42 L' (t). We conclude, that
L1+ :zi/p)l/zafl/p < C’;/mpfk/xxk/mfl/p < C';/x max(l,pil/p)xfl/px,

which is bounded (by a constant depending on p) for x € [1, 00).
On the other hand, using the first identity in (18.7) and Riemann sums, we obtain

log(F(l + x/p)1/$>

1 1
i/ = Elog I'l+xz/p) — Elog(az)

1 1 1
> Llogle,) + 1 Y log(o/p— ) log(o)
=0
1 1 [e/p 1
> - log(cp) + — / log(t)dt — ’ log(x)

T Ja/p—k
1 1 1 1
=—1 —log(1/p) — = — — —k
og() + 3 log(L/p) — 5 = flafp ),
where ¢, = infy/p;1<i<1/p12 ['(t) > 0 and f(t) = tlog(t) — t. The last expression is bounded (by
a constant depending on p) for z € [1,00), as 1/p<z/p—k <1/p+ 1. ]

To apply the volume arguments, it is of course necessary to calculate (or at least to estimate)
the volume of the unit ball B} in £(R). The exact value has been known (at least) since the
work of Dirichlet, cf. [10]. We give a more modern proof, cf. [31].
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Véta 18.5. Let 0 < p < oo and let n € N. Then it holds
2" . T(14 1)»
ol(B") = ——— P2~ 18.8
vol(B}) =~ 1 5] (183)

Diikaz. Let f be a smooth non-increasing positive function on [0, 00) quickly decaying to zero at
infinity. Then, by Fubini’s theorem and partial integration,

| Alalar =~ [ . o= [7([ ) roa

_ / vol(tBT) f'(t)dt = —vol(B7) /O TPt

0

= vol(By) - / nt" 1 f(t)dt.
0
For f(t) = e ¥, we get

—||lz|B * —1_—tP n > /p—1 —
/ el gg — vol(By) - / nt"" e " dt = vol(By) - — - / s"PT e ds

p
_ nvol(Bi)F(n/p) = vol(BM)I (1 + n/p). (18.9)

The proof is then finished by Fubini’s theorem

vol(BI)T(1 + n/p) = / o lwlE gy — / el —lal? g <2 / o dt>
n n 0
0

p p
O
Theorem combined with Lemma gives
2r(1+ 1
vol(BI/™ = 0y n~VP o >1, (18.10)

T(1+2)t/m

where the constants of equivalence depend again on p.
Next, we collect two simple facts about the ¢}-(quasi-)norms. The easy proof is left to the
reader.

Lemma 18.6. (i) Let 0 <p,q < oo and n € N. Then

lid : €2(R) — £2(R)|| = max(1,n/771/7).

(ii) Let 0 <p < q<oo. Then |[z]q < [y ||z,

The following lemma is the analogue of [30, Proposition 12.1.13] for quasi-Banach spaces and
appeared already in [19]. Although it uses the volume arguments, no calculation of vol(Bx) is
necessary, because two such terms cancel each other out. The estimate obtained is optimal up to
the constant 4'/?, cf. Section for details.
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Lemma 18.7. Let 0 < p <1, n € N, and let X be a real n-dimensional p-Banach space. Then,
for all k e N,

ep(id: X — X) < 4/P .27, (18.11)

Dikaz. If k —1 < 2n/p, the result is trivial as the right-hand side of ([18.11) is larger than or
equal to 1. We will therefore assume that k — 1 > 2n/p or, equivalently, 2(F~1 p/n > 4,
Let x1,...,2x be a maximal family of elements of Bx with |z; — x;||x > 7 for i # j, where

1?;;'2/2 = 2¢(k=1)/n_Then, by triangle inequality, the sets z; + 2~ /P7Bx are

7 > 0 is given by
mutually disjoint, they are all included in (1 + 77/2)/?Bx and By is covered by the union of
xi+7Bx over i = 1,..., N. By volume comparison, we get

Nvol(27YPrBx) < vol[(1 + 77/2)'/? Bx]

and, therefore,

N <

- 9—n/prn

(1+7P/2)7/P _ (1 + Tp/Q)”/P e
TP/2 '
We conclude that

2 e 4 VP s
od e [ — [ = Po——
erlid: X = X) < 7= {z(k—np/n - 1] = [2(k—1)p/n] =4 b

The behavior of entropy numbers with respect to interpolation of Banach spaces was studied
intensively. It is rather easy to show, that they behave well if one of the endpoints is fixed and we
refer to [13] for details. Surprisingly, it was shown only recently in [12], that a general interpolation
formula for entropy numbers with both endpoints interpolated is out of reach. We give only a
simplified version in a form, which shall be needed later on.

Lemma 18.8. Let 0 < p < q < 0o and let k,l,n be positive integers. Then
eryio1(id : £2(R) — £2(R)) < 2YPel/(id : £2(R) — £2(R)) - ¢ P/9(id : €2(R) — €% (R)),
where p = min(1, p).
Diikaz. Let € > 0 be arbitrary. We put
e’ = (1+¢)ep(id: £}(R) — £2(R)) and e := (14 ¢)e(id : £3(R) — (2, (R)).

Then B) can be covered by 2F=1 balls in £2(R) with radius e and by 2/=1 balls in ¢2 (R) with
radius e'. We can therefore decompose

By = UAi,

where this union contains at most 2~ components 4;, and each A; lies in some ball in EZ(R)
with radius €. Similarly we can write

By =JB.
J
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with at most 2/~! components Bj, each of them lying in some ball in % (R) with radius el.

Finally, we denote C; ; = A;N Bj and choose z; ; € C; ; arbitrarily any time C; ; is non-empty.
Let now = € C; ;. Then both 2 and z; ; are in C;; C A;. Therefore ||z — z; j||, < 2'/Pe". Using
C;j C Bj, we get in the same way also ||z — 2; |l < 2¢! < 21/Pel. Hence, by Lemma ,

| = 2]l < 2/P(0)P9(eh) P/,

and balls with centers in 2; j’s with this radius in ¢7 (R) cover B} Finally, there is at most Qk+1=2
such points. 0

Some of the arguments used in the proof of Theorem [I8.2] are of combinatorial nature. As a
preparation, we present the following lemma from [26], another variant is discussed in the last
section.

Lemma 18.9. Let m,n € N with m <% and define
H,, ={z e {-1,0,1}": ||z|1 = 2m}.

Furthermore, for x,y € Hy,, define their Hamming distance as h(x,y) = #{i : ; # y;}. Then
there is a set Ay, C Hy, with #A,, > [n/(2m)]™, such that any two distinct x,y € A, satisfy
h(z,y) > m.

Diikaz. First note, that

4 H,, = <27:n> 92m. (18.12)

Second, if x € H,, is arbitrary, then the set {y € H,, : h(x,y) < m} has cardinality at most

<:L) 3™, (18.13)

Indeed, there is (TZ) ways to choose m coordinates, where x and y may differ, and three possible
values for each of the coordinates for .

The set A, can be constructed by the following greedy algorithm. First, choose ' € H,,
arbitrarily. If ', . . ., 2! were already selected and if there is some y € H,,, which has the Hamming
distance from all these points at least equal to m + 1, put z't! := y. Otherwise, the algorithm
stops and A,, is the collection of all z!,...,z", which were selected so far. This ensures, that
h(z,y) > m+ 1 for any two distinct x,y € A,,.

Finally, from ([18.12)) and ([18.13]) it follows that

G2 1% )2 1) L ey

#A’”:NEWZ??V @2m)...(m+1) = 3m 2m

2m 2m

We have used that ¢ — %Ttﬁ is decreasing on (0, 00) and n > 4m. O

18.2 Proof of Theorem

This section is devoted to the proof of the main result, Theorem [18.2] For reader’s convenience,
we repeat its statement and then prove step-by-step all the upper and lower bounds of eg(id :
ly(R) — £3(R)) for all possible values of p,q, k and n.
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Véta 18.2. Let 0 < p,q < oo and let n € N.

a) If 0 < p < q < oo then for all k € N it holds

b)

1 if 1 <k<logyn,
lo —|—n/k v
ex(id : £y (R) — £7 (R ( g2l ) if logon <k <mn, (18.2)
2w naw if n<k.

If 0 < q<p< oo then for all k € N it holds

k=1 1_1

ex(id : C}(R) = (M(R)) ~ 2~ % na . (18.3)

The constants of equivalence in both (18.2)) and (18.3) may depend on p and q, but are independent
of k and n.

Drikaz. We split the proof of the different estimates in Theorem by the used technique.
Furthermore, we denote throughout the proof p = min(1,p) and ¢ = min(1, q).

Step 1: Elementary estimates

(1)

(i)

(iii)

If 0 < p < g < o0, we have by Theorem and Lemma m
ep(id : £y (R) — £(R)) < |lid : £3(R) — £5(R)[| =1
or, equivalently, we can always cover By with By. This gives the optimal upper bound for
1 <k <logyn.
On the other side, the canonical vectors e!,...,e" defined by
(e =08y, il=1,...,n,

satisfy e’ € By and |le" —e/||, = 24 for i,5 € {1,...,n} and i # j. Therefore, if we cover
B, with 2k—1 < n balls in £y (R) of radius 7 > 0, at least one of these balls must contain
two different e’, e/ with ¢ # j, simply by the pigeonhole principle. We denote the center of
such a ball by z € R™ and obtain by triangle inequality

2§/q = ”el _ ej”g < Hel _ 2”3 + Hz _ eng < .
Therefore, )
er(id : L5 (R) — £ (R)) > 9l/a-1/q

for 1 < k <logyn. Together with (i), this finishes the proof of the equivalence in ((18.2)) for
this range of £’s.

Lemma together with Lemma can be used to prove the upper bound in (18.3).
Let 0 < ¢ < p < oo and let k and n be positive integers. Then

ex(id : £y (R) = 7 (R)) < ex(id : £;(R) = £5(R)) - [|lid : £;(R) — £5(R)]|
< 4i/p. o=t M a-1/p.

88



Step 2: Volume arguments, estimates from below

If B} is covered by 2k=1 balls in £y (R) of radius 7 > 0, then their volume must be larger than
the volume of Bj. This simple observation can be turned into the estimate

vol(By) < k1 vol(rBy) = ok—1pn vol(By)

and, by (18.10)),

k—1 VOl(Bn) 1/n k-1
id 0y n >2 7w P ~ 27 pl/el/p,
er(id : L5 (R) — £ (R)) > 2 <v01(Bg)> 2 n

This proves the lower bound in (|18.3)) for all &’s and in (18.2)) for k£ > n. Together with Step 1,
the proof of ([18.3) is therefore finished.

Step 3: Volume arguments, estimates from above
Let 0 < p < ¢ < oo and let 7 > 0. Similarly to the proof of Lemma|18.7, we let {y1,...,yn} C
Bp be any maximal 7-distant set in the £7-(quasi)-norm. In detail, this means that we assume that

|]3{i—yj|lq > 7 ford,j € {1,..., N} with i # j and that for every y € B}, thereis i € {1,..., N}
with [ly —yillg < 7.

Then we observe a couple of simple facts

(i) If z € (y; + 2797 BM) N (y; + 27147 BY) for i # j, then
78 < lyi = yill§ < llyi — 201§+ 1= = gl < 202777,
gives a contradiction. Hence, the sets y; + 2_1/qTBg,j =1,..., N, are disjoint.
(if) If 2 € y; + 27147 B7, we obtain for v = ||id : £2(R) — £2(R)|| = n!/P=1/a
1212 < yillE + [z = yillE < 1+ 02|z — y;]|p < 1+ (27 rw)P.
It follows that all the sets y;+2~Y/97BP, j = 1,..., N are included in (1+(27Y/97v)P) /P B1.
By volume comparison, we conclude
N vol(27Y47B2) < vol[(1 + (27 Yi7v)P)/P B

and

_ (4 (27 Yarv)P)"Pyol(By) 14 (27 ry)P
o 2—P/qrP

- 2-/arm vol(BY)

where we denoted V,,(p,q) = %. For a positive integer k, we define 7 by putting the right-
q

hand side of (18.14) equal to 2*~!. We obtain

1+ (2~ Yaryyp
9—b/arh

n/p
} Va(p, q), (18.14)

21/q
[Q(k—l)ﬁ/nvn(p7 q)—ﬁ/n _ Vﬁ]l/ﬁ.

n/p
] Vo(p,q) = k=1 and 7=

Observe, that this is always possible if the denominator is positive. This is the case if

vol(BY) > 1/n

k-1 n -
27 > WV, (p,q)t/" = 2n!/P e <V01(B")
q

(18.15)
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By (18.10)), the right-hand side of ((18.15]) is equivalent to a constant, and (18.15)) is satisfied if

k > ~ypqn for some 7, , > 0 depending only on p and g.
We conclude that, for & > v, 41,

Cpq / k—1 1/
b ~ q—1/p
<Co2 nn ,

en(id: G(R) = Lg(R)) < 7 < [2(k=1)P/nV, (p, ) —P/m]H/P —

where we used (I8.15) in the last but one inequality with C,, = 2'+1/7/(2P — 1)1/P,

Step 4: Combinatorial part - estimate from below

Let 0 < p < g < c0. Let m,n € N with m < n/4 and let A, be the set from Lemma [18.9
Then A, := (2m)~Y?PA,, C Bj and for two distinct z,y € Ay, it holds [z —yl|g > 27 /Pmt/a1/p,
As a consequence, two different points from A,, cannot be covered by an £y-ball, unless its radius
is at least 27 1/P=Vam1/a=1/p,

We summarize, that if for some k& € N, there is m € N with

m<n/4 and 2F!< <2i)m, (18.16)
m

then ey (id : €7 — 7) > 27 L/p=Yapl/a-1/p,
Let us therefore fix k,n € N with n > 64 and logon < k < n/8. Then k > log,n >
logs(n/k + 1) and we may choose m to be any integer with

ke 2k
logo(n/k+1) = ~ logy(n/k+1)

Then m < 2k/logy(8) = 2k/3 < n/12. The function f :t — tlogy(n/(2t)) is increasing on (0, 5)
and therefore

mlogg(%> = f(m) > f<10gQ(n];k+1))

k nlogy(n/k +1)
=1 >k
logy(n/k+1) og2< 2k ) -

)

where in the last inequality we used that

n 3n _n
- >0 >0,
ok logy(n/k+1) > 5% = T +1
We therefore get also
ok < (LL )m
—\2m/

This finishes the proof of (18.16)). It follows that

logy(n/k + 1))1/;0*1/(1
k

for n > 64 and logy n < k < n/8. Furtermore, by Step 2, we know that e, (id : £;(R) — £;(R)) 2

~

exlid : £1(R) — (M(R)) > 27 /p—Vam/a=1/p > cp,q<

nt/4=1/P_This allows to use the monotonicity of entropy numbers and to obtain the lower bound
in (18.2)) for all n > 64 and all positive integers k. The (finitely many) remaining values of n can
then also be incorporated at the cost of possibly larger constants.
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Step 5: Combinatorial part - estimate from above

We first prove the result for 0 < p < ¢ = 0o, the general case then follows by interpolation, i.e.
by Lemma Let 1 < m < n be two natural numbers. Then every z € B)) can be approximated
in the 2 -norm by a vector Z with at most m non-zero components and ||z — &||oo < 70 := m ™1/,
Indeed, we can take Z equal to = on the indices of the m largest (in the absolute value) components
of x, and zero elsewhere.

Let now | > v, oom be an integer, where 7, oo > 0 is the constant defined at the end of Step 3.
Then we know that e(id : £;"(R) — (2 (R)) < r! := Cp,oo2_l:Tlm*1/p. Therefore, for any € > 0,
there exist points z1,...,xq-1 € R™ with

2l71
By c | J(+ 1 +e)r'BR).
j=1

we collect the points with support of the size at most m and equal to some of ;’s on its support.
In this way, we obtain at most (;LL) 2!=1 centers of £ -balls of radius r + (1 + ¢)r!, which cover
BTZ
i
We conclude, that if 1 <m <n and | > v, .cm, then

k=1 > <;>2l—1 —  ey(id: O(R) > (2(R)) < m—l/p(1+0p,m2—%). (18.17)
For 1 < m < n, we choose any integer [ with v, ocm < I < (79p,00 + 1)m. Using the elementary
estimate
m 3
(o) < 5= G < () < o)™
m m/! m m m
we obtain

1og2[(”>211] —1—1+log, <"> < (Ypoo + D)m — 1 +3mlog2<3 + 1).
m m m

Together with (18.17)), we arrive at
k> ypmlogy(n/m+1) = ey(id: (2(R) — (7 (R)) < Cym ™7,

where v, = Vp.oo +4 and C, = 1 + (), , depend only on p.
Next, we define o, > 2 to be a real number large enough to ensure

Ypp + 1 < 20772, (18.18)

Moreover, we assume that & and n are positive integers with n > k > 2ay7y, logg n. This allows
us to choose m to be any integer with

k k
<m< .
20p7plogy(n/k+1) = T apyplogy(n/k + 1)

(18.19)
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From ~, > 4 and «a;, > 2, it follows that m < n and, by monotonicity of f : ¢ — tlogy(n/t + 1)
on (0,00), we get

Yparp loga(n/k + 1) >

log, (%fypap log, (% + 1) + 1)

s F(m) = sy loga(n/m + 1) < w(
k

' Ypoyp logy(n/k + 1)
k n n
< — —
S oy logy(n/k + 1) [log2<k + 1) + logy (vpayp + 1) + log, <log2(k + 1) + 1)}
2k klogy(vpap + 1)

k
< = < —1|2+1 | <k
_ap+aplog2(n/k+1) _ap[ +logy(p0p + )} =

:’yp

where we used (|18.18)) in the last step.
This finishes the proof of the upper bound in ([18.2)) for ¢ = co and 2a,y,logyn < k < n. The

k’s between log, n and 2a,7,logsn can be incorporated by monotonicity at the cost of larger
constants.
Finally, the case 0 < p < g < oo follows by interpolation. Indeed, Lemma implies that
b
q

exlid : (7(R) — (7(R)) < 2Y%e, “ (id : €*(R) — " (R)),

and the result follows from the bound just proven for ey (id : £;(IR) — €5 (R)). O

18.3 Extensions

We collect further facts about the entropy numbers of identities between finite-dimensional spaces,
which seem to be very well known in the community. Several parts of Theorem [I8.2]can be proved
in different ways and we present some of these alternative approaches. Finally, we extend Theorem
also to the complex setting.

18.4 Alternative use of volume arguments

Without much work, one can show that Lemma is optimal up to the constant 4*/7. Indeed,
if X is a n-dimensional real vector spaces equipped with a (quasi)-norm and By is covered by
2k=1 translations of 7By, then

vol(Bx) < 281" vol(Bx).

This implies that egx(id : X — X) > 2=
If 0 < p<qg<oo, we can write

2755 < ex(id : €2(R) — £1(R)) < ex(id : €2(R) — €*(R)) - [lid : £}(R) — C2(R)]|.

By Lemma the last norm is equal to n'/?~1/% and we obtain the lower bound in for
k>n.

The upper bound on ex(id : £;(R) — £7(R)) for 0 < p < ¢ < oo and logyn < k < n was
proven in Section [I8.2]first for ¢ = oo and, afterwards, for p < ¢ < oo by interpolation. Actually,
one can adapt the original proof for ¢ = 0o also to the general setting of ¢ < oco. Unfortunately,
this comes at a price of further technical difficulties and we, together with [30], preferred to go
through interpolation.
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18.5 Alternative use of combinatorial arguments

Next comment considers the lower bound in for logon < k < n. Lemma constructs a
large subset (namely (2m)*1/ PAy,) of By with the elements having large mutual distances in £
There is, however, more ways to achieve a similar result. We present a statement, which is very
well-known in coding theory, cf. [I7, 29], and appeared also in [14] [15] and [2] in connection with
Gelfand widths and optimality results of sparse recovery. There the reader can also find a short
proof, which is very much in the spirit of the proof of Lemma [18.9

Lemma 18.10. Let kK < n be two positive integers. Then there are N subsets T1,...,Tn of
{1,...,n}, such that

n \k/2
‘ S (M
(i) N = <4k:) :
(1) |T;| =k for alli=1,...,N and
(vii) |T; NTy| < k/2 for all i # j.

Similarly to Lemma Lemma [18.10| can be used to produce a large set of points in B}
with large distance in £7. It is enough to take z; = k‘_l/prj, Jj=1,...,N, where T}’s are the
sets from Lemma [I8.10] and x7;, is the indicator vector of Tj.

18.6 Complex spaces

It is surprisingly easy to extend the estimates of Theorem to the setting of complex spaces
£;(C). The main result then reads as follows.

Véta 18.11. Let 0 < p,q < o0 and let n € N.

a) If 0 < p < q < oo then for all k € N it holds

1 if 1<k<logy(2n),
1 1
logo(1+2n/k)\» @ |
ex(id : £7(C) = £(C)) ~ (M) if logy(2n) <k <2n,  (18.20)
k—1 1_1
27 2n na p ’if 2n§ k.

b) If 0 < q < p < oo then for all k € N it holds

k—1 1_1

exlid : £2(C) = £2(C)) ~ 273 na ", (18.21)

The constants of equivalence in both (18.20) and (18.21) may depend on p and q, but are inde-
pendent of k and n.

Dikaz. We observe, that the mapping

J(z) =T (21, 2n) = (R(21), Im(21),...,R(2pn), Im(2y,))
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is bounded from £(C) to £2"(R) with the norm bounded by a quantity independent of n. The
same is true about

j/(.%‘) = j'(azl, . ,ZL’Qn) = (:Ul +ixo, ..., Top—1 + ’i$2n)

as a mapping from £2"(R) to £7(C).
Using the submultiplicativity of entropy numbers, we get

ex(id : £;(C) — £7(C)) < ||T : £;(C) — ﬁzn(R)H
cep(id s CM(R) — M(R)) - |T: £27(R) — £2(C))]|
and
er(id ff,”(R) — égn(R)) <||J": Zf,"(R) = L, (O]
cep(id : £7(C) — £7(C)) - | T = €2(C) — £2"(R)]].
This can be summarized into
ex(id : £2(C) = £2(C)) ~ ex(id : £2(R) — £2"(R))
with constants of equivalence independent on k and n. The result then follows from Theorem

18.2) O
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19 Carl-Triebelova nerovnost

We restrict ourselves to the Banach space setting in this section. The generalisation to the quasi-
Banach spaces may be found in the book [13].
Let X be a complex Banach space and let T € K(X, X) = K(X). Then the spectrum of T is
defined as
o(T)={AeC: (T — ) isnot boundedly invertible}.

Here, I is the identity mapping I : X — X and we say, that (T"— AI) is boundedly invertible if

o (T — M)~ ! exists, i.e. (T — AI) must be injective and surjective, and

e (T —\I)~'isboudned, ie. (T — X))~ e (X, X).

If for some A € C, there is a 0 # x € X, such that Tx = Az, then (T — AI) is not injective
and hence A € o(T). Such a A is called eigenvalue and the corresponding z is called eigenvector
. But in general, not all the elements of o(T") are eigenvalues, cf. Exercise 21.

We recall briefly the Riesz-Schauder theory of compact operators.

If T'e K(X), then

e o(T) is countable,

for all € > 0, there are only finitely many A € o(7T) with |A| > ¢,

e 0co(T),

if A € o(T) \ {0}, then X is an eigenvalue and
e it has finite multiplicity.

We discuss in a bigger detail the notion of multiplicity of an eigenvalue. The geometrical multipli-
city is defined as
dim ker (7" — )

and denotes the dimension of the space of eigenvectors associated to A. The so-called algebraic
multiplicity is defined as

o0
dim | ker (T'— AI)*
k=1
and is always bigger than (or equal to) the geometrical multiplicity. We refer to Exercise 24b.

According to the Riesz-Schauder theory, we may assign to each T' € K(X) a sequence of all
its eigenvalues

AM(D)] = X(T)] = - =0,

where each eigenvalue is repeated with its algebraic multiplicity. If T" has only finitely many
eigenvalues, fill the rest of the sequence with zeros.

Véta 19.1. Let X be a complex Banach space and let T € K(X). We re-order the eigenvalues,
as described above. Then

)] < (TTN) ™ < inf 235 e4(1) < Ve (1), (19.1)
j=1
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Diikaz. We give the proof in the most significant case, when all the eigenvalues are simple. The
full proof may be found for example in the book [?].

So, take n € Nand [\ (T)| > [Xo(T)| = -+ > |\ (T)| > 0. Then there are linearly independent
Z1,...,Zn, € X such that Tx; = Azj,j = 1,...,n. We define M = span(xi,...,2,). Then
dim M =n and T (M) = M.

n n
Let us take x € M, i.e. x = Zvjxj with vy, € C,j=1,...,nand Tz = Zvj/\j:vj.
j=1 j=1
We define an operator J : M — C", which assigns to each x € M the coefficients 1, ..., Vn,

ie.
ga! il n
Jr=|:| and J':C'oM, T [ =Dy
Tn Tn =
Then Tx = J T, Jx for every x € M, where
A0 0
0 Ao 0
T, = .
0 0 A

Unfortunately, we wish to apply volume arguments and in this context, R?" seems to be more

suitable space then C™.
Hence, we define J : M — R?® and J~! : R?® — M by

Re(m) Q1
Im(n) B
Jo = : and J7' [ Z o +ifj)x;,
Re(vn) Qi j=1
Im(vn) Bn

where Re(z) denotes the real part of a complex number z € C and I'm(z) its imaginary part.
Then Tx = J~'T,Jz for all x € M, where

Re(A1) —Im(A) 0 0 0 0
Im(>\1) Re()\l) 0 0 0 0
0 0 RG(AQ) —Im()\g) . 0 0
Tn — 0 0 Im()\g) Re()\z) 0 0 ,
0 0 0 Re(An) —Im(A\y)
0 0 0 Im(\,) Re(\,)

while

Ta = (Re(N;) +iIm(N;))(Re(y;) + i Im(\;))z;
j:l

= Z{Re DRe(vj) — Im(N\) Im(v;) + i (Re(N\;) Im(\;) + Im(N\j)Re(\;)) }a;.
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We define a measure p on M by
u(K) = vol (J(K))

for all K C M, for which J(K) C R?" is Lebesgue-measurable. [ﬂ
With the help of the notation introduced so far, the proof becomes simple.
For every K C M, we get

IT(K) = 1J7'"TJ(K) = T, (J(K)),
hence
u(T(K)) = vol (JT(K)) = vol (Tn(J(K)))
=det (T,) - vol (J(K))

(
‘ e(M)  —Im(A1)
m(A1)  Re(Ar1)

- (121 NPl

Let us mention, that this formula (with a slightly more technical proof, which uses the Jordan
canonical form of T') holds also for eigenvalues with higher multiplicity.
Let k£ € N and let

"Re()\g) —Im(A\2)|
Im()\2> Re()\Q)

ok—1
T(Bx) C U Yj + eBx,
j=1
where ¢ > e (7T') is arbitrary. Then
ok—1

T(Bx N M) cC | J(y; +eBx)nM.
j=1

If (yj +eBx) N M = 0, then we may leave out this j. Otherwise, we find z; € M, such that
y; +eBx C zj +2¢Bx. Then

2k71 2k71
T(Bx N M) C | (2 +2eBx)nM = | ] 2 +2e(Bx N M).
j=1 j=1

Comparing the p-volumes, we obtain
(H Y |2> (B N M) = u(T(Bx N M)) < 28" p(2e(Bx N M)) = 2871 . (26)?" . u(Bx N M).

Dividing by u(Bx N M) and taking the 2n-root, we get

n n
ATl = 2 [Tl < 2% 20 <2230 e

j=1 j=1

300f course, vol denotes the Lebesgue measure on R*".
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As we may take e arbitrarily close to eg(T), we get

We use the so-called Carl’s trick to improve the constant, namely we apply the obtained result
to T" and k' = kr and take r — oo. This leads to

n n
ST @) = 2 TTINT)] < 2 255 e (T7) < 2 235 ef(T).
j=1 j=1

Taking the 1/r power gives
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21 Cauchy-Schwartz pro Riemanntiv integral

Véta 21.1. Necht z = (x1,...,2p) ER" ay = (y1,...,yn) € R"™ jsou dvé n-tice redlnijch éisel a
necht 1 < p < co. Polozme p' =p/(p—1) pokud 1 < p < oo, p' =1 pokud p = oo a p' = 0o pro
p = 1. Pak plati

(@,y) < lzllp - |yl (21.1)

Ptedchozi vétu lze snadno pFenést ze sumaci na integraly.

Véta 21.2. Bud f,g : [a,b] = R dvé redlné funkce na intervalu [a,b] C R. PakE-I

[ s < ([C1rwpa)” ([Cgwpe)” (21.2)

Diikaz. Necht D C [a,b] je déleni intervalu [a,b] s délicimi body @ = 29 < 21 < -+ < z, = b.
Pak pro horni souéty plati

I
NE

S(fg,D) (@j—zj1) sup f()g(t) <D (wj—=z1) sup  [f(D)g(t)]

j=1 telzj—1,2;] j=1 t€[zj—1,7;]
<D (@j—zj—1) sup  |f(¢)] sup [g(t)]

=1 tE[CB]'_l,xj] te[:vj_l,a:j]

n 1/p n N /P
< (M- s fOF) " (Y@ - wie) s g0
j=1 te[m]'_l,:ﬂj} j=1 tE[[L'j_l,(Ej]
= S(fI7, D)7 - S(|g]"', D).
Vezmeme-li supremum pies viechna déleni D intervalu [a, b], je dtikaz hotov. ]

3! Modifikace nutné pro p = oo nebo p’ = co pFenechavame Etenafi.
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22 Bochnerova véta - jednoducha c¢ast

We say, that a complex-valued function ® : R" — C is positive-definite if the matrix (®(z; —

;Uk))é-\fk:l is positive semi-definite for every N € N and every choice of points z1,...,zxy € R",
ie. if
N
cicr®(x; —x) >0
k=1
for every N € N, every z1,...,zy € R" and every ¢ = (¢1,...,¢cn) € CN.

Let @ be a Fourier transform of a finite positive Borel measure v, i.e.

1 .
(P(é-) = W /Rn 677‘<x’£>d1/($), 5 € Rn

We observe, that each such function is positive-definite by

N
Z ciCr®(xj — x1) Z CciCr - n/2/ e_i<$j—1'k7§>dl/(£)

Jk=1 j,k=1
1 N
_ re Hri—Teg) | g
n 2/ CjCke v(€)
(27[') / R” =1
1 N —_—
B (%)n/?/R > e e | vl

7,k=1

2

= n/2/ Z_:c e~ "T8) | du(g) > 0.

This gives immediately the easy part of the following theorem.

Véta 22.1. The Fourier transform of every positive Borel measure on R™ is a positive-definite
function. On the other hand, if ® : R” — C is continuous and positive-definite, then ® is a
Fourier transform of a finite positive Borel measure.

M

Bochnerova véta (ovSem jeji tézsi ¢ast) se Casto pouziva ve strojovém udeni. Rada metod
strojového uéeni je linedrnich, jinak Feéeno, pfi jejich implementaci vysta¢ime se skaldrnimi sou-
¢iny vstupnich dat xq,...,zx € R% Nelinearni zobecnéni takové metody je pak mozno do-
stat tim, Ze nejprve zobrazime vstupni data nelinedrné do prostoru vys$i dimenze, tedy pomoci
®: R4 — RP, D> d. Naptiklad

D (x1,...,2q) — (x%,...,xz,\/ixlxg,...,\/ﬁxd,lxd) e RP, D=d(d+1)/2.

Pokud je D mnohem vétsi nez d, vede toto zobrazeni k enormnimu zpomalen{ vypoétu skalarnich
soudind a celého algoritmu. V nékterych p¥ipadech se tomuto efektu d4 vyhnout pomoci obratu
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zvaném kernel trick. Naptiklad pro ® uvedené vyse plati:

d d
(@), () =Y 222 + 2> wiwyiy; = (Y wjm5)° = (z.9)*.
j=1 j=1

i<j

Zatimco naivni vypocet (®(z), ®(y)) by tedy vyzadoval O(D) = O(d?) operaci, pravou stranu
piedchozi rovnice lze vypodist pomoci O(d) krokii. Nabizi se tedy otazka, pro ktera ® : R — RP
plati (®(z), ®(y)) = k((x,y)) pro vhodné zvolené k : RY x R? — R? Bochnerova véta umoziuje
odpovédét na tuto otdzku pro transla¢né invariantni jadra k(z,y) = K(z — y).

Necht je opravdu (®(z),®(y)) = K(x —y) pro viechna z,y € R% Pak je pro libovolna
z1,...,xn € R? a libovolna ¢i,...,exy € R

N N N N
0< <ch<13(xl), Z cmtﬁ(aﬁm)> = Z crem(®(xy), () = Z cem K () — ).
=1 m=1

I,m=1 I,m=1

Jinymi slovy, matice (K (x; —xm)){ymzl je pozitivné semidefinitni, nebo-li K je pozitivné definitni
funkce, a je tedy Fourierovou transformaci néjaké nezaporné miry p na R Tato podminka je i
postacujici..

Open problem: If f : R" — C is a positive and positive-definite continuous function (i.e.
f(x) is real, f(z) > 0 for all z € R™ and f = Fu for some positive finite Borel m easure p) with
f(0) =1, then

N 2
_ L+ +c
> cienf(ay — ) > o N |
k=1
for all z1,...,xxy € R* and all ¢ = (¢1,...,cy) € CV.

32Kernel Methods in Machine Learning, Thomas Hofmann, Bernhard Schélkopf and Alexander J. Smola
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24 Fourierova transformace - 0/5

1. Definice nevlastnim integralem
2. Modulace, translace
3. Jednoduche priklady (e~1#l,.. )

2 . « .
4. e~ /2 _ Qiff. rovnici?

104



25 Approximacni a dalsi ¢isla - 0/5
e Definice, interpretace...
e Jednoduché odhady
e Jeden slozitgjsi???

e Carlova nerovnost
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26 Other topics:

e Grothendick?
e Komplexka???
e Mumford-Shah

e Level-set methods
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27 PageRank
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28 Shannon’s theorem

Podle J.H. van Lint
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29 Monte Carlo - 4. semestr (?7) - 0/5

1. t.b.a.?77?
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30 Numericka integrace - u Riemannova integralu - 2.-3. semestr
- 0/5

1. Jednoduchy odhad konvergence nektere numericke metody
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