Markovské procesy
LS 2020/21, FJFI CVUT

1. Cviceni

Zaklady pravdépodobnosti

1.

(Pravdépodobnostni prostor)
Q) je mnozina, ktera obsahuj vSechny mozné vysledky ndhodného jevu X. Tedy napiiklad

(a) = {0, P} - pro hod minci
(b) @=1{1,2,...,6} - pro hod kostkou
(c) =R - pro nahodnou Gaussovskou proménnou
Na prostoru © budeme predpokladat zadanou o-algebru a miru (obvykle znacenou P).

Udalost A C Q je libovolna (méfitelnd) podmnozina . Napiiklad A = {2,4,6} C Q =
{1,2,...,6} je udélost “na kostce padlo sudé ¢islo.”

Soufinovy prostor: pro opakovani nezéavislych veli¢in je nejjednodussi pouzit souéin 2 =

Q1 x Q. Tedy napt. Q ={1,2,...,6} x {1,2,...,6} pro hod dvéma kostkami.

(Podminéné pravdépodobnost)

P(AN B)
P(B)

Dvé udalosti A, B jsou nezavislé, pokud P(A|B) = P(A), tedy pokud P(ANB) = P(A)P(B).

P(A|B) = pokud P(B) # 0.

(Nahodné proménné) Jsou zobrazeni X :  — R. Napf. pro
Q=1{1,2,....60 x {1,2,....6} =R, X(k,0)=Fk+]I

je X souctem ¢isel hozenych na dvou kostkach. Pro A C R je {w € Q: X(w) € A} udalost,
kterou oznacime {X € A}. Stiedni hodnota (pro Q spocetnou) je definovana jako

=> kP(X =
k

a podminénd stredni hodnota jako

E[X|A] = ka = k|A).

Rozptyl X je var(X) = E[X — EX]%

Bud N néhodné celé &slo vygenerované podle Poissonova rozdéleni, tedy

P(N:k):—e , ke Np,
kde A > 0 je parametr. Poté provedeme N nezavislych Bernoulliho pokust, kazdy s para-
metrem p € (0,1), tedy
P(X;=1)=p a PX;=0)=1-p, j=1,...,N

a oznaCme jako Z pocet obdrzenych jednicek, tedy Z = #{j : X; = 1}. Spoctéte stiedni
hodnotu a rozptyl Z. Najdéte rozlozeni Z.



5. Necht X, Y jsou dvé nezavislé ndhodné veli¢iny s Poissonovym rozdélenim s parametry
A, i > 0. Spoctéte P(X = k| X +Y = n) pro viechna k,n € Ny. Dale dokazte, ze X +Y ma
Poissonovo rozdéleni s parametrem A + p.

6. V klobouku je Cervena a zelena kuli¢ka. V prvnim kole vytdhneme jednu kulicku, pozna-
mename si jeji barvu, vlozime ji zpét, a pfidame jesté do klobouku dal$i kulicku stejné
barvy. V druhém kole opét vytahneme jednu kulicku. Uréete pravdépodobnost, Ze v prv-
nim kole byla vytazena ervend kulicka, vite-li, ze ve druhém kole byla vytaZzena Cervena
kulicka.

7. Stroj spoléha na funkénost t¥i soucéastek, z nichz kazda (nezavisle na ostatnich) pracuje
spravné s pravdépodobnosti p a s pravdépodobnosti 1 — p je rozbita. Stroj funguje, pokud
funguji alesponn dvé z téchto soucastek. Spoctéte pravdépodobnost, ze stroj funguje. Dale
predpokladejme, Ze i p je ndhodna veli¢ina, rovnomérné rozdélena v [0,1]. Spoctéte pak
pravdépodobnost, Ze stroj funguje.



