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1. Cvi£ení
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1. Nech´ X1, . . . , Xn jsou náhodné veli£iny. Dokaºte, ºe matice

C = (Cov(Xj , Xk))
n
j,k=1 = (E(Xj − EXj)(Xk − EXk))

n
j,k=1

je pozitivn¥ semide�nitní.

2. Nech´ X1, X2, . . . jsou nezávislé reálné náhodné veli£iny. Rozhodn¥te, zda veli£iny

a) Yn = max(X1, . . . , Xn)

b) Zn = X1 + · · ·+Xn

c) Wn = X1 · . . . ·Xn

tvo°í Markovské náhodné procesy.

3. Bu¤ X1, X2, . . . nezávislé náhodné veli£iny s P(Xi = +1) = p a P(Xi = −1) = q = 1 − p a poloºme

Sn = X1 + · · ·+Xn. Ukaºte, ºe

a) EXi = p− q, ESn = n(p− q), Var[Xn] = 4pq, Var[Sn] = 4npq,

b) P(S2n+1 = 2k) = P(S2n = 2k + 1) = 0 pro k ∈ Z a n ∈ N,
c) P(Sn = k) = 0 pro |k| > n,

d) P(S2n = 2k) =

(
2n

n+ k

)
pn+kqn−k,P(S2n+1 = 2k + 1) =

(
2n+ 1

n+ k + 1

)
pn+k+1qn−k pro |k| ≤ n.

4. Spo£t¥te st°ední hodontu a autokovarian£ní funkci pro následující náhodné procesy.

a) Nech´ ϕ je rovnom¥rn¥ náhodn¥ zvolený vektor na jednotkové kruºnici v R2 a Xt = t · ϕ, t ≥ 0;

b) Sn je náhodná procházka s parametry p, q = 1− p;
c) θ ∈ R je pevné, Y,Z ∼ N (0, 1) a X(t) = Y cos(θt) + Z sin(θt);

d) Y je rovnom¥rn¥ rozloºená náhodná prom¥nná na (0, 1) a Xt = teY ;

e) Nech´ Yn, n ∈ Z jsou nezávislé náhodné prom¥nné s nulovou st°ední hodnotou a rozptylem σ2,
m ∈ N je pevné p°irozené £íslo a

Xn =
1

2m+ 1

n+m∑
l=n−m

Zl.

f) N = (Nt)t≥0 je Poissonovský proces;

g) W = (Wt)t≥0 je Wiener·v proces;

h) Bt =Wt − tW1, t ∈ [0, 1] je Brown·v m·stek;


