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3. Cvi£ení
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1. (M |M |3) P°edpokládejme, ºe zákazníci, kte°í cht¥jí platit v obchod¥, jsou modelováni Poissonovým

procesem - tedy ºe £asy mezi dv¥ma p°íchody k pokladn¥ jsou nezávislé prom¥nné s exponenciálním

rozd¥lením se st°ední dobou 10 sekund. Zákazníci jsou obsluhováni t°emi pokladnami a pokud jsou tyto

pln¥ obsazené, za£ne se vytvá°et fronta spole£ná pro v²echny t°i pokladny. Pr·m¥rná doba pot°ebná

pro obslouºení zákazníka na pokladn¥ a zaplacení je 20 sekund a i tyto £asy jsou nezávislé. Modelujte

po£et zákazník· v systému (na pokladnách i ve front¥) Markovovým °et¥zcem X se spojitým £asem.

• 1. Ukaºte, ºe existuje stacionární stav systému.

• 2. Jaký je pr·m¥rný po£et práv¥ obsluhovaných zákazník· ve stacionárním stavu?

• 3. Jaký je pr·m¥rný po£et zákazník· práv¥ £ekajících ve front¥ ve stacionárním stavu?

• 4. Jaká je pravd¥podobnost, ºe p°icházející zákazník nebude muset £ekat ve front¥?

2. (M |M |∞) P°edpokládejme, ºe webová stránka je nav²t¥vována zákazníky podle Poissonova procesu,

tedy £asy mezi dv¥ma po sob¥ jdoucími p°íchody náv²tevník· jsou nezávislé náhodné veli£iny s ex-

ponenciálním rozd¥lením se st°ední hodnotou 1/λ pro parametr λ > 0. Dále p°edpokládejme, ºe £as,

po který se náv²t¥vníci dívají na tuto stránku, je exponenciáln¥ rozd¥lená náhodná veli£ina se st°ední

hodnotou 1/µ pro µ > 0 a ºe tyto £ase jsou na sob¥ nezávislé. Kone£n¥ p°edpokládejme, ºe neexistuje

limit po£tu náv²t¥vník· dané stránky. Kolik procent £asu má daná stránka v dlouhodobém horizontu

práv¥ k ∈ N0 náv²t¥vník·?

3. Nech´ W (t) = (W 1(t),W 2(t)) je dvourozm¥rný Wiener·v proces, tj. W 1(t),W 2(t) jsou dva nezávislé

reálné Wienerovy procesy. Najd¥te (pro R > 0) pravd¥podobnost P(‖W (t)‖2 < R).

4. Pomocí generátoru náhodných £ísel vyrobte jednu realizaci W0,W1, . . . ,W100. K této realizaci pak vy-

robte zjemn¥ní W0,W1/2,W1, . . . ,W99,5,W100 a k ní pak zjemn¥ní W0,W1/4,W1/2,W3/4,W1, . . . ,W100.

5. Zkuste podobn¥ nagenerovat trajektorie Wienerova m·stku (a jejich zjemn¥ní) a frak£ního Wienerova

procesu.

6. Najd¥te Karhunen-Loèv·v rozklad Wienerova m·stku.

7. Pouºijte Karhunen-Loèv·v rozklad ke generování trajektorií a) Brouwnova pohybu na [0, 1], b) Brow-
nova m·stku na [0, 1], c) Ornstein-Uhlenbeckova procesu na [0, 1].


